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Chapitre 2

Introduction

Ce livre est une réédition d’'un ouvage paru en 2012 chez le méme éditeur. L’idée est de proposer des
qcm, ludiques par nature, permettant au lycée de réviser tout seul. Les corrections sont détaillées
et illustrées. La structure de chaque chapitre est la méme :
1 Révisions immeédiates du cours :
pour s’entrainer sur des formules d’application directe du cours;
2 Premiéres applications :
pour commencer a aller un peu plus loin ;
3 Questions de logique :
pour s’entrainer sur des relations logiques demandant précision et rigueur ;
4 Questions en tableau :
des questions mélangeant graphiques et formalisme ;
5 Questions Vrai/Faux :
de nombreuses questions ol chaque sentence doit étre analysée indépendamment ;
6 Questions ++ :
des questions plus approfondies, pour les candidats désireux de se confronter a la difficulté ;
7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes) :
des qcm ou chaque proposition est indépendante des autres ;
8 Familles, algo et récurrences :
des questions portant sur tableurs, récurrences et déchiffrage d’algorithmes ;
9 Réflexion autour d’un théme mathématique :
dans chaque chapitre, un ou deux thémes ont été choisis par les auteurs pour étre approfondis ;
10 Rédactions d’éléves imaginaires...
ici, le lycée doit se confronter a la rigueur du vocabulaire et des raisonnements ;
11 Exercices avec graphiques :
considérations autour d’une courbe ou d’une figure géométrique.

L’esprit du qcm, c’est avant tout 1'astuce, et pour trouver 'astuce il faut apprendre a lire tous
les détails d’'un énoncé d’une part, et d’autre part a se ’approprier en regardant, typiquement,
ce qui se passe dans des cas simples. Les questions, bien qu’'indépendantes, fournissent cependant
souvent des informations nécessaires les unes aux autres. Les réponses ne se contentent jamais,
cependant, de donner ’astuce, mais permettent au contaire au lycéen de terminale S de comprendre
les tenants et les aboutissants de chaque question.

Les exercices ont tous été choisis en fonction de leur pertinence en premier lieu pour ’examen,
mais aussi pour la suite des études.
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Chapitre 3
Enoncés - Logarithme

1 Révisions immeédiates du cours

_p2_
On pose, dans ]0; +oof, f(z)=—2In(z) +22+2 et g(x) = %ln(x)
Alors :
A) f(Ve)=
) f(Ve) T <
) ele+1|e—1| aucune des trois
B) g(z?) =
() a b c d
1 1 2 1
_r+ 4ln(z) | —2* —2(Inx) 24 M aucune des trois
x2 x2 x2
C) La dérivée de f est :
a b c d
2 2 2
f’(gg):QI —2 f’(x):Qm +2 f(x)= —22” —2 aucune des trois
x T x
D) La dérivée de g est :
a b c d
g'(x)=—-2x— 2 g'(r)= f(926) g'(z) = 7@ aucune des trois
T
E) lim f(z) = - -
e=0 alb| c d
0]12]|—0c0|+00
F) lim g(x)=
rteo al b c d

0 | +o00 | n'existe pas| aucune des trois

G) Le nombre de solutions de I’équation g(z) =0 est :

alb|c|d

0]1(2]3
H) Le minimum de f est égal a :

albjc|d

0]1(2]3

2 Premiéres applications

| Soit f(z)=Inlz|, définie sur R* ou |z| désigne la valeur absolue de x.

A) Pour tout z#0, f'(z) =

d

-=
e

—— | aucune des trois

8w

5
8

B) Sur R*, f est :

croissante
décroissante
croissante puis décroissante
décroissante puis croissante

Qlo|ofw
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12 ENONCES - LOGARITHME

C) Pour tout z# 0, on peut dire que f(z)=
a b c d

[In | %ln(xZ) ﬁ aucune des trois

D) Pour tout = # 0, on peut dire que :
a b c d

f(el‘):ef(m) ef(m):x f(el'):ef(w):x f(eL>:.’E

On pose f(x) _In(z) dans ]0; 4+o0].

x
E) La limite de f en 0 vaut :

al b |c d
0| —oc|1|aucune des trois

. . . 1
F) On suppose admis que lim f=0. Sil’on pose X = —on peut alors, grace a ce changement

de variable, démontrer qua(:e_:H_Oo
a b (¢ d
lim (zlnz)=0] lim <1n_x> =0| lim (ln—x> =0 | aucune des trois
x—0 x—0 X x— 400 X
G) Une primitive de f est :
a b c d
1-Inzx 9 .
F(x)= > F(z)=(nz)*| F(z)=In(lnx) | aucune des trois
H) Pour tout x>0, on a 2f/(x) + f(2?) =
a|b c d
22 2f'(z + 2?) | aucune des trois
2|z

3 Questions de logique

A) Soit ¢ € R*. On suppose que In(g?) n’est pas positif. Alors :

a q n’est pas positif

b q n’est pas inférieur a 1

c g% n’est pas compris entre 0 et 1

d [si g est négatif alors ¢ est supérieur a —1

B) Soit a € R*. Il est correct de dire que :
a pour que In(a?) =0 il suffit que a =1
si In(a?) =0 alors a est positif

b
c pour que In(a?) =0 il faut que a=1
d | pour que In(a?) =0 il faut et il suffit que a=1

On définit une fonction f par :
1

lln(ll)
x

C) Soit I I'intervalle sur lequel la fonction f est définie et prend des valeurs strictement comprises

flz)=

entre 5 et 1. Alors :

I est vide
lensemble {—2; —1} est inclus dans I
lintersection I NIRRT est non-vide
aucune des trois

Qo |Tw
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ENONCES - LOGARITHME

D) Soit f une fonction de R qui n’est pas la fonction nulle et qui vérifie :

Vz eRY, f(z?) =2f(x).

Alors, on doit avoir :

a b c d
f(@)=In(z) | f(z)=2In(x)| f(x)=In(z)+ 2 | aucune des trois
E) Soit f une fonction de R dans R telle que Vz € R%, ef(® = 2. Alors, forcément :
a b c d
f@)=In(z) |f(z)=2In(z)| f(z)=1In(z)+ 2 | aucune des trois
F) Soit f une fonction de R’ dans R telle que Yz € RY, f/(x) x  =1. Alors, forcément :
a b c d
f@)=In(z) |f(z)=2In(z)|f(z)=1In(z)+ 2 |aucunedes trois

4 Questions en tableau

On donne f(z) =aln(z)+ b, définie dans |0; +00[. On suppose a € R* et b€ R.

si... alors...
a a= % etb=3
A)f(e?) =4 et b a=-—geth=3
flem?)=2 c a=¢c’etb=ce
d a=—e’eth=—e
a a<0
L b a>0
B) f décroissante . =0
d | on ne peut pas conclure
a b<0
. b b>0
C) f croissante . =0
d | on ne peut pas conclure
a [(2)#0
b f'(2)=0
d | on ne peut pas conclure
On donne f(z)=In(az + b)définie dans un certain intervalle, avec a,b€Ret a 0.
si... alors...
a a=1letb=6
E) fle—2)=1+In(2)et |b a=2etb=4
f(2)=31n(2) c a=0etb=38
d a=4etb=0
a f croissante
F) a<0 b f ’décro.iss;ante
¢ ni 'un ni lautre
d on ne peut pas conclure
a a<0
L b a>0
G) fdécroissante . =0
d on ne peut pas conclure
a [ il est possible de trouver une valeur de b telle que f(0)=0
b il est impossible de trouver une telle valeur de b
H)b+0 c £(0)=0 quelle que soit la valeur de b
d forcément f(a — g) >0

13




14 ENONCES - LOGARITHME

5 Questions Vrai/Faux

On pose f(z)= ! dans |—1; 4o0].

n(l+z)

Alors :
A) En cherchant la limite de f en 0, on tombe sur une forme indéterminée « % ».
B) lim f(z)=0.
z—0 ln(l _ xz)
C) Pour tout —1<z <1, f(z)+ f(—x) =—
D) Pour tout = >0, f<l> =zln(z+1) —zln(z).
x

<1< <l <
1 ] ]|
|| | ||
) ] ||

3r+2
bx

On pose f(z)= 111( ) On appelle D¢ I'ensemble de définition de f.

Alors :

E) Pour tout z € Dy, les quantités In(3z + 2) et In x sont définies et 1'on a :
fz)=In(3z+2) —In5 —Inz.

F) La dérivée de f a pour expression : f/(z) = 7 X %

G) Dy =]0; +o0[.

H) Il n’existe qu’un seul z € R tel que f(x)=0.

<1<l <l <
I |
|| | ||
I |

On suppose que [ est une fonction croissante de R dans R avec f(0)=0.

Alors :
I) La fonction g définie sur R par : g(z) =In(f(x)) est croissante sur R.
J) La fonction h définie sur R par : h(z) =In(1+ (f(z))?)
a un minimum absolu en z =0.
K) La fonction k définie sur R par : k(z) =In(f(Inx)) est définie dans ]0; +o0].

L) f peut avoir pour expression f(x)=In(1+ e”).

<< [ <
) A
Sl e |
)

<
(I
i
O

—2 —2In(z)

On pose g(x) = dans ]0; 400, et I'on appelle Cy le graphe de g.

M) Si u(z) = —=, alors xgriloo(g(aj) —u(z))=0.

<
O
B
O

N) Cj est strictement en dessous de la droite y +2 =0
si et seulement si z est dans |e; +00].

<<
o=
| | =
Of &

O) La courbe de la fonction h(z) = % admet une asymptote horizontale.
P) On pose k(z) = g(e*). Alors k'(x) = g'(e”).

<
O
B
O

6 Questions ++

Soit f une fonction dérivable, définie dans ]0; +oo[ et vérifiant, pour tout réel x > 0,la relation :

flaxe)=1+ f(a).

A) Alors :

on peut affirmer que f(z)=Inz
f(z)=Inz +k convient pour tout k € R
f(z)=e" convient
forcément f(1)=0

oo |ole

1

=



ENONCES - LOGARITHME 15

B) De méme, on peut affirmer que :

!
, ffexa) 1
a | pour tout >0 tel que f'(x)#0, on a : (@) %
b pour tout x>0, f'(z x e) = f'(z)
pour tout >0, on a L :l
TXe x
d forcément f'(e)=0

C) On a pour tout n € N:

alfxxne)=14+nf(x)
b| f(z"xe)=n+ f(x)
c| fla"xe)=1+nf(z)
d| f(zxe")=n+ f(x)
D) Soit g une fonction telle qu’il existe un intervalle I sur lequel g’(z) est & valeurs strictement
positives ainsi que toutes les dérivées suivantes de g. Alors :
a on doit avoir g(z) =€"
b|g(x)=ke™®+ p convient, avec k,m>0et pc R et =R

1 . . . .
c g(x) =— convient avec un intervalle bien choisi
x

d aucune des trois

E) Soit une fonction g vérifiant la propriété précédente, a savoir : «il existe un intervalle sur lequel
g'(x) est a valeurs strictement positives ainsi que toutes les dérivées suivantes de g ». Alors :
g est forcément définie en 0
g est a valeurs positives sur
pour tout x €I, g(x) <e®
aucune des trois

oM ol Ron -

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)
A) On pose f(z)=In(1—e*). Alors on peut écrire :

a 3 ~ 5
F@)+z=In(e® + 1) | f(z) =In(1) - In(e—") f(x)=1n<exe;1) F(x) =In(e? — %) — 20
B) Soit f une fonction telle que lim f = f-oc. Alors on peut avoir :
a 3 ~ 5
f@) =+ (@) | fa) =+ () | fr) =1~ f(ﬂﬁ)zﬁﬂn(%)

C) Soit f une fonction définie dans |0; 400 vérifiant lim f =+o00, soit v définie sur R par u(z) ==
r—r
et on suppose que lim (f(z) —u(xz))=0. Alors on peut avoir :
xr— 400

a B ~ o

f@) =1 +1n() | flo) =2+ | @) =t £ ) 2 | fla) =5 +In(1+e7)
x In(1+4x) x x?

D) Soit f une fonction dérivable dans ]0; 400, décroissante dans ]0; 1] et croissante dans ]1; +ocof,

et soit F' une primitive def. Alors on peut avoir :
a B ~ o

2
F(z)=zInz | F(z)=(x —1)n(z) | F(z)= %(2lnm —3) | F décroissante
E) Méme hypothéses que la question précédente. Soit f’ la dérivée de f. Alors on peut avoir :
a B ¥ )

fl(x)=zlnz| f'(z) zé—b—lnx f/(z)=1Inz | f’ strictement décroissante dans ]0; +-o00[

15
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ENONCES - LOGARITHME

8 Familles, algo et récurrences

On revient ici au principe « une seule réponse juste ».

1
A) On pose fn(z) :% pour x >0 et n€N. Alors :
a la fonction f3 admet un maximum égal au maximum de la fonction f33
b la fonction f3 et la fonction f33 admettent toutes les deux
un maximum en une méme abscisse xg
c pour tout >0, on a f3(x)= f33(x)
1
d our tout n €N, f,(x)=
p fn( ) (TL%’)Q

B) On pose fp(z)=In(n

x) pour tout z > 0. Alors :

J’_

a le nombre f}(0) ne dépend pas de n
b le nombre f}(1 —n)ne dépend pas de n
c

d

le nombre f}(1+n)ne dépend pas de n
le nombre f}(e™ —n) ne dépend pas de n

C) On pose f,(z) =z"In(z) pour tout x> 0. Alors :

la fonction F. a:”‘“l Tl mitive d
a a fonction F,,(z) = —— n(z) — (EFeyE est une primitive de f,
b pour tout x>0, fo(z)=a""1
1
c la suite <fr't(en)> converge vers +0o
_1
d le nombre fn(e ”) ne dépend pas de n
1 1
D) On pose f(ac)m—i—ln(l—FE). Alors :
a |on peut écrire f sous la forme f(z)= % — %—I—l +In(z+1)+In(z)
b | on peut écrire f sous la forme f(z)= L + w;—i—l +In(z+1)—In(x)
x
- n
z 2 1
d ’;f(k)§+ln<l+1+§>

On considére 'algorithme suivant :

Algorithme 3.1

Lax+1lety«0
IT. tant que <10 :

III. dessiner le point de coordonnées (z,y)

IV.y+—y+ %
V.x+—2+0,1
E) Cet algorithme permet d’approcher sur [1;10] la courbe de la fonction :
a b ¢ d
1
f@)=lnz| fz) =1 +e") | flz) =V | flz)=—

16



ENONCES - LOGARITHME 17

F) Si 'on modifiait les étapes I et IV par :

I z+lety+<1

0,1
v -2—
V. y—y+ 2y

Alors 'algorithme pourrait cette fois servir & approcher la fonction :
a b c d

fw) =tz | fr)=n(1+¢") | f@) = VF | fz) =

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

| Théme : ’ensemble de définition. I

A) Soit f une fonction définie par f(z)= ln(l + %) et soit Dy son ensemble de définition.
-1

Soit d’autre part g dérivable dans ]0; +-o00] et vérifiant ¢'(z) =

x(z+1)
1 1
la dérivée d t s'écrire f'(x)= —
a a dérivée de f peut s’écrire f'(x) po] + .
b | dans]0;+o0[, g et f different par une constante
c D;=R\{-1;0}
d lim (zx f(z))=+o0
r— 400
B) Soit f la fonction définie par f(x) —ln(l +%) dans R*.
a b c d

~~

. (1 . z? . 1
) o) e 1) I ) )
C) La fonction f(z)=In(In(Inz)) a pour ensemble de définition :

a b c d
Dy=10;400[| Dy=]1;+00[ | Dy=]le; +oo[ | Dy =1e®% 40|

D) Une des fonctions suivantes a pour ensemble de définition Dy =]—o00; —9[U]9; +o0[. C’est :
a fi(z)=In(z —9)
b fo(z) =In(z —9) + In(1 — 2?)
c fs(z)=In[(x —9) x (1 — z?)]
d| fa(z)=In((z4+9)(z—1)) +In((z —9)(z+1))

E) Soit f une fonction et D¢ son ensemble de définition, c’est-a-dire 'ensemble des z € R tels que

f(z) est définie :

a si a¢ Dy, alors lim f(z) est égal & +00 ou —oo.
r—a

si a¢ Dy, alors la courbe C'y admet en a une asymptote verticale

(donc d’équation z = a).
¢ |soit g(xz)=1In(z) alors les go f et fog ont forcément le méme ensemble de définition
d il y a des fonctions dont ’ensemble de définition est vide

F) Soit f(x)

b

r—1

= m Alors :

a b c d
Dy=11;2[U]2; 40| Df:R+* Dy=]1;4o00[| Dy=[1;+00]

17



18 ENONCES - LOGARITHME

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Alphonse écrit : « Soit f(z)=xInz dans ]0;+o0]
a) [ est croissante comme produit de deuz fonctions croissantes
B) Toute limite qui s’écrit « zéro fois quelque chose », vaut 0.
v) f s’annule une seule fois dans ]0; +o0].

) La dériwée de f a pour expression f'(x)=1x P

B) Baptiste écrit « Soit f définie par f(x) :lnTx dans 0; +o00].

< <l <|| <]l <
O (]| -
> || || ||
O (] |

a) Pour tout x>0, f(2x):1n;#:1n%:f(m)

B) On peut écrire f(z)=Inz x %

<|| <
]|

v) les deuz fonctions x—Inx et x+— x sont monotones donc f aussi.
0) lim f(z)=—o0 et lim f(xz)=0 par conséquent f est une fonction croissante. »
x—0 r—+00

<
O
5 ||
O Oy =

11 Exercices avec graphiques

Sur le graphique suivant, on a représenté les courbes des trois fonctions f, g, h définies par :

f(z)=In(z), g(z) =€", h(z) ==z.

Les points : A d’abscisse a, et B d’abscisse b ont pour milieu I.
Les pointillés sont paralléles aux axes, et les points sont sur les courbes Cy, Cy, Ch.
Enfin, U et V, d’abscisses respectives u et v, et de milieu M, sont tels que (VU) L (C},).

Figure 3.1. Trois courbes et neuf points.

A) Alors :
i} a+b
a I a pour coordonnées —5 Invab
b C a pour abscisse e¥@?
¢ | quelles que soient les positions de A et B, (AJ) L (JC)
d K JC n’est pas un triangle isocéle
B) V a pour coordonnées :
a b c d
1 -1 1 . Lot “.
©) (UV) a pour équation ;LU0 [ ()i [ (s )
a b C d

y=uz+In(u) |[y=In(u)+u—z|y=z—u—In(u) |y —z=1n(u)

18
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D) La distance UV vaut :

19

C

u?+ (Inwu)?

2lnu

V2 x Inu —ul

(Inwu—wu)

2
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Chapitre 4

Corrigés - Logarithme

1 Révisions immeédiates du cours

A) Réponse b : f(\/é):
1 1
11 faut remarquer que /e =e2 donc Iny/e =Ine2 = %; et se rappeler la formule /z2=z.

Ainsi, f(\/é):—2ln(\/§)+2+(\/é)2:—2X%xlne+2+e:—1+2+e:e+1.

7
B) Réponse a : g(z?)= _%;n(x)
x
_ —(2?)?-2In(z?) —2*—2x2lnz _ 2* 4lnzx 4lnz
9(z%) = 2 - 2 T a2 T2 T —a?~ 2
2
C) Réponse a : f'(x)= 227 =2
x
2 222 — 2
Hp)= —2 190 = )
Fle)=—2 420 =20
D) Réponse c : g'(z) = _f(f)
x
2
g(x) = Lﬂn(w) est de la forme u(z) et donc :
z v(x)
iy — (@) —u(@)v'(z)
g (33) - UQ(.T)
(—2:0—%) x z — (—x%—2lnx)
_ x
= —
2222422+ 2Inx
= =
_ 2lnz—2-—2?
T
_f=@)
= o
E) Ré d: L =
) Réponse $1ﬁ\nbf(x)
lim f(z) = lim (—2lnz) = +oo.
z—0 xz—0
F) Réponse d : lim g¢g(z) :
x— 400
7z2(1 4 21112x)
()= az =—z| 1+ 2z
g x E
2lnx .
tend vers 0 lorsque que z+— +00, donc lim g(z) = —o0.
132 x—+oo
. L 2lnx , . . 2lnz
On pourrait aussi écrire g(x) = —x — —— et 'on sait que lim =0.

r—+oc0 T

G) Réponse b : solution

2
g(x)=0& —2?—2lnz =022+ 2lnx=0. Posons w(z) =22+ 2Inx : alors w’(m):2x+%zw>

T
donc w est croissante dans |0; +o0o[, de limite 400 lorsque x+— 400 et —oo lorsque z+— 0 d’ot,
par les valeurs intermédiaires, la réponse b.

0

H) Réponse d : Le minimum de f est égal a :

21



22 CORRIGES - LOGARITHME

f(z)= %(m2 — 1) est strictement positive dans ]1;+oo[ et strictement négative dans ]0; 1.
2 _ 2_
fl(x)= 2z = 2_ 2(951: 1) donc le tableau de variations de f est le suivant :
z |0 1 +o00
f'(x) - 0 4+ :
N 5 7

ainsi le minimum de f est f(1)=—2In(1)+2+12=3.

2 Premiéres applications

A) Réponse a :
z

Pour tout x #£0, f'(x) 1 vrai évidemment dans R, et, dans R* on a : f(z)=In(—z) donc
flay=—2=1. :
- =z
B) Réponse d : | décroissante puis croissante ‘
f est croissante dans R’ puisque dans cet intervalle elle se confond avec la fonction In.
Dans R*, on a f(z) =In(—z) qui est décroissante au méme titre que z +— —zx.

C) Réponse b : 7ln(x2)
b est juste car pour tout #£0, on a §1nx =InVz?=In|z|.

1
5| #

¢ est fausse : elle n’est méme pas définie pour x =1 alors que f l'est.

D) Réponse d : m

a est fausse car In < 0 tandis que

1 . 1 1
1n§ puisque In 3 In 5‘ > 0.

En effet, on remarque que f(e®)=1In|e®| =z tandis que ef!?l =emlel=|z|.
E) Réponse b :
On tombe sur le cas %, car limlnz =—o0 et limz =0 (en fait 0% car on est dans ]0; +o0[), et I'on
x—0 z—0
peut affirmer que, par quotient : lim f(z)=—o0.
xz—0
F) Réponse a : 1%(3711155) =0
= . X—0
Partons de 1 =0. Sil e X =— d — & ,
artons ez_gr_loof i l'on pose —onadonc x +o0 {X>O
1
In—
d’ou lim 1X 0< lim (—XIn X)=0 d’ou le résultat demandé.
X—=0 X—=0
X>0 X >0
) Reéponse d | [aucume des 105
Une primitive de f serait en fait F'(z)= E(ln x)2.
a est fausse car la fonction proposée est la dérivée de f. |
nx

b est fausse (mais pas de loin!) car si F(z) = (Inx)? alors F'(z) =2
1

c est fausse car si Fi(z) =In(lnz) alors F'(z) = %

# f(z)

Inx a:lnx

H) Réponse a : %
x
1 xx—Inx
Déja f'(z)=<% _l-he et maintenant :

x? 2
, 1-1 1 2 T+
2f (:c)+f(x2):2>< xgnx+ Il:(;;) /21”11/.%2 /],Pl/ w2

La c est totalement fantaisiste.

22



4 QQUESTIONS EN TABLEAU 23

3 Questions de logique

A) Réponse d : | si g est négatif alors q est supérieur & —1 |

Soit g € R* alors : «In(g?) n’est pas positif » < «In(g?) négatif» < « ¢2 est entre 0 et 1 ».
Cette derniére phrase est équivalente a « g est soit entre —1 et 0, soit entre 0 et 1 ».

Ainsi, a est fausse car on n’a aucune information sur le signe de ¢ ;

b est fausse car si, g est justement inférieur a 1;

c est fausse car si, justement, g2 est entre 0 et 1;

d est juste car si ¢ est négatif c’est que g est entre —1 et 0 donc g est supérieur & —1.

B) Réponse a : | pour que In(a?) =0 il suffit que a=1|

Cet exercice jour sur la subtilité entre «il faut» (condition nécessaire) et «il suffit » (condition
suffisante) :

e «pour que In(a?) =0 il suffit que a=1» signifie que a=1=>In(a?) =0 ce qui est juste;

e «pour que In(a?) =0 il faut que a=1» signifierait que In(a?)=0=-a=1 ce qui est faux car
In(a?)=0=a€e{-1;1}.

Quant a b : si In(a?) =0, cela peut vouloir dire a=—1 donc non, cela n’implique pas forcément
a positif.

C) Réponse c : | I'intersection I NIRRT est non-vide |

a est fausse, {—2; —1} n’est pas inclus dans 1.

b est fausse car —1 n’est pas dans l'intervalle I.

c est juste, onal<;<1<i)l<171n<lf%><2<:)71<1n<17%><07 ce qui équivaut

2
1—1n<1—l>
T

a écrire que et <1 — é <leel-1< —% <0&0< % <e 1 —1, qui est finalement équivalent & :
x>ﬁ: 1i ~—1,58. Or, [-1,58; +oo[NRT n’est pas vide.

— [§]
D) Réponse « - [ancune de fror]

f peut trés bien avoir pour expression f(x)=klnz, k€R.

E) Réponse a : f(z)=|Inz]|

On prend le In de chaque coté et 1'on obtient Vo € RY, Ine/® =Inz & f(z) =In .

F) Reponse d

Soit f une fonction de R% dans R telle que Vz € R}, f'(z) x z=1. Alors on a f'(z)= L done
fx)=Inz+k keR. v

4 Questions en tableau

A) Réponse a : a:%etbz?»

) 2a+b=4
Ona: { —2a+b=2.

On ajoute les deux lignes : 2b=6<<b=3. On soustrait les deux lignes : da=2<a= %

B) Réponse a :

f'(z) :% et ceci doit étre négatif dans ]0; +oo].

C) Réponse d : | on ne peut pas conclure |
Car b n’influe pas sur les variations de f.

D) Réponse a : | f/(2)#0

Le piége est que la réponse a ne dépend pas de ’hypothése. En effet, on a dans tous les cas

"2)= a et ceci est non nul vu que a est supposé non nul.
2

Quand & la proposition c, elle n’a pas de sens vu que f n’est pas définie dans R_.
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24 CORRIGES - LOGARITHME

E) Réponse b :[a=2et b=4

On applique la fonction exponentielle de chaque coté :

ale —2) + b=t =2

On a aussi f(2) =In(2a+b)=31n2 d’ou, par le méme procédé : 2a + b =23,

ale—2)+b=2e

2a+b=8 ’

On soustrait les deux lignes et ’on obtient a(e —4) =2e —8=2(e—4) d’ou a=2.

Si 'on veut, pour s’entrainer, terminer le calcul, on remplace a par 2 dans I'une des équations
(ou dans les deux, pour vérifier) :

On doit donc maintenant résoudre {

2(e—2)+b=2e b
{4+b:8 ‘:’{

k=
I
A~

F) Réponse b : | f est décroissante‘

}—E;+oo{sia>0
L’ensemble de définition de f est “ et dans cet intervalle :

}—oo; —E{sia <0
a

f/(m)_aanrb_x(lb)'
a

Vu qu’on suppose a < 0, on peut affirmer que dans Dy, on a f'(x) <0 d’ou f décroissante.

G) Réponse a :

On peut éliminer d’emblée la réponse c, car b n’intervient pas dans les variations de f.
La fonction ln est croissante donc f décroissante < =+ ax + b décroissante < a <0.

H) Réponse a : | il est possible de trouver une valeur de b telle que f(0)=0 |
Il suffit de prendre b=1.
La réponse c est fausse car pour b# 1, f(0)=1In(b) #0.

Pour la réponse d, f(a — %) =In(a? —b+b)=1In(a?) n’a aucune raison d’étre positive.

5 Questions Vrai/Faux

ALV [

limln(l14+z)=0 et limz =0 d’ou la forme indéterminée 9
z—0 z—0 0

B) [ 7]

limof(x) =1 car cela correspond a lirnof(:r) _In(l+2)—In(1+0)

=1, formule du taux d’accroissement

qui définit la dérivée de la fonction x+In(1+x) en 0.

c)
f(@)+ f(~a)

donc c’est faux.

_In(1+2) n In(l1—z) In(l+z)—In(l-x)

—x T

Remarque : il aurait fallu écrire f(x) — f(—x) pour que ce soit vrai.

o) o(22)
f(l>, t7 - i =zln(z+1)—zlnz.

Byl | F |
Les quantités 3x 4+ 2 et 5z peuvent étre toutes les deux négatives.
Exemple : x=—1.
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5 QUESTIONS VRAI/Faux 25

B[ F ]

La dérivée de f admet forcément _?2 et 0 pour valeurs interdites. D’autre part, dans Rt on a

f(z)=1n(3z +2) — In(5z) donc f'(z)= 3 i qui n’a rien & voir avec 'expression proposée.

3r+2 Bz
GLv [ |

3rx+2>0 x> ,%
Pour trouver Dy il faut résoudre ¢ et <N ot d’ou Dy =]0;4o00][.
5z >0 >0

B[V [ ]

f(m):0<:>3x+2

bz
D [ F |

La fonction g(x) =In(f(x)) n’est pas définie dans R _.

NV ]
La fonction h(xz)=1In(1+ (f(z))?) est définie partout.
Elle a les mémes variations que z+ (f(z))?. Cette derniére est décroissante 1a ou f(z) <0, donc dans
]—00; 0], puis croissante 1a ou f(z) >0, donc dans [0; +o0].

K) --F o
x

k(z) =In(f(z)) est définie pour ¢ et .
f(nz)>0
Mais pour z >0, la quantité In x varie de —oo & +o00 donc f(Inz) aussi.

=lsdr=3r+2&2r=2&c=1.

Remarque : k serait définie dans ]1; +o0|.

DL [ F]

f ne peut avoir pour expression f(z)=In(1+e®), car In(1+e°) =In2+#0.

MLV ]

2
On simplifie g(z) — (—z) = xfm +r=->1— 21n7(m) 44 de limite 0 lorsque x — 400 (on dit
que Cy admet en 400 une asymptote obliqgue d’équation y=—zx).
ML [ F
La droite demandée a pour équation y= —x.
o —z% —2In(x) —2In(x) . . .
On simplifie donc g(z) — (—z) = . +r= - Ceci est positif dans ]0; 1] et négatif
dans ]1; +o00[.
oLV ]
_x2_
h(z) :#Wz —1-2x ln(;:) de limite —1 lorsque & — +0c0.
T T
Donc, C}, admet une asymptote horizontale d’équation y=—1 en +oco.

P F |

Pour répondre sans l'utiliser, on pouvait simplifier I'expression de k(x) :
—x2—2In(x) _ e 2In(x)

D’un coté, g(x) =

z x
on en déduit : k(z) = g(e*) = —e® — 211;5? ) —e” — Qe—f: —e® —2xe "
En en dérivant, on a k'(z) = —e*— (2x e *+ 2z (—e %)) =—e"—2e "4 2ze ",
21n(x) % x @ —2ln(z) x 1 2 —2In(x)
’ — / — j—
De lautre, g(m)——x—Tég(x)——l— — ——I—T, et donc, en
remplagant  par e* : g'(e”)=—1— %12(6): —-1- 26_T2x: —1—2e72 42z 2%,

Conclusion : k'(x) # g'(e*).
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Remarque : on pouvait aussi utiliser la formule (k(v(z)))’=v'(x) x k’(v(x)) qui ne figure plus dans les
programmes mais qu’il est intéressant de connaitre.
Elle donnait ici : k(z) = g(e®) donc k'(z) =€® x g'(e%).

6 Questions +-+

A) Réponse b : | f(x)=Inz+k convient pour tout k€ R |

B) Réponse a : | pour tout >0 tel que f/(x)#0, ona: *— ~~>=—

11 faut bien lire toutes les questions avant de répondre : en vérité, f(xz)=Inz+ k convient pour
tout k€ R.

En effet, alors, f(z x e¢)=In(z xe)+k=In(z)+ 1+ k= f(z) + 1. En conséquence de quoi la
réponse a est fausse : la fonction f(z) =Inz n’a pas lexclusivité ! Quant a la c, elle est fausse
car e®*°=e"e®£e* 41, et la d aussi car du coup si f(z)=Inz+k alors f(1)=In(1) + k=k donc
f(1) peut étre égal a n’importe quel réel.

fllexz) 1

f'lx) e
On ne peut théoriquement pas répondre a partir de la donnée f(z) =Inz + k car il existe peut-étre
d’autres solutions. Il faut donc, toujours en toute théorie, partir de la relation de départ.

Si I'on dérive I’équation fonctionnelle f(z x e) =1+ f(x), on obtient :

!
ex fl(xxe)=f'(z)= fff(l;)) :% donc a est vraie et b est fausse.
Bien sar la ¢ est erronnée. Quant a la d, on voit bien que pour les fonctions f(z)=Inz+k on
a f'(e) =0. 1l est donc faux de dire dans le cas général que « forcément f'(e) =0 ».

Remarque : bien noter, pour la culture générale, que les assertions a et d se présentent comme des
conditions nécessaires (« il faut que... ») tandis que les assertions b et ¢ se présentent comme des
conditions suffisantes («il suffit que... »).

Remarque : quant a savoir s'il existe d’autres fonctions que f(x)=Inx + k vérifiant la relation, c’est
un probléme hors-programme qui s’inscrit dans le cadre de ce que 'on appelle les équations
fonctionnelles (équations dont les inconnues sont des fonctions).

C) Réponse d : | f(z xe")=n+ f(x)]

Le plus simple est de partir de la réponse du A).

Si f(z)=Inz +k alors :

f(xxne)=ln(zne)+k=Inz+Inn+1+k=f(z)+lnn+1#nf(z)+ 1 donc a est fausse.
f(z" xe)=In(z"e) +k=nln(z)+1+k tandis que n+ f(x) =n+Inxz+k donc b est fausse.
f@® xe)=In(z"e)+k=nlnz+k+ 1 tandis que 1+ n f(z) =n(In(z) + k) + 1 donc c est fausse.
flexe®)=Inz+Ine"+k=lnx+n+k=n+ f(z) donc cette réponse d est la bonne réponse.

Remarque :
Comme dans la question précédente, partir de f(z) =Inx + k ne peut constituer une démonstration
que si 'on procéde par élimination.

Si ’on veut rigoureusement montrer que la proposition d est vraie, il faut théoriquement partir de
l’équation de départ, car il y a peut-étre d’autres fonctions vérifiant la relation f(z xe)= f(z)+ 1.
La démonstration générale du d, pour info est la suivante.

On demande si f(z xe™)=n+ f(z) :

— c’est vrai en n =0 évidemment, et en n=1 d’aprés ’énoncé ;

— sion suppose que c’est vrai pour une certaine valeur de n, alors, en remplagant x par xe, on a donc :
flexer)=n+f(ze)& fzxe" ) =n+ fzxe)=n+(1+ f(z))=(n+1)+ f(z),
d’ou I'hérédité ;

— c’est donc vrai pour tout n > 0.

D) Réponse b : |g(a:) =ke™% + p convient, avec k,m>0et peR et I:IR|

a est fausse car g(x) =e” conviendrait certes, mais la suite de I’énoncé nous montre qu'’il y a aussi
d’autres possibilités.
b est juste car si g(z) =ke™® + p, alors ¢g'(x) = kme™2, g”(z) =km?e™ et ainsi de suite :

g™ (z) = km"e™®.
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7 QCM ALTERNATIFS (DE O A 4 REPONSES JUSTES) 27

Ainsi, oui, toutes les dérivées successives de g sont & valeurs strictement positives sur R.

. 1 1 L. N PP

c est fausse car si g(z) = o alors g'(x) = o négatif partout ou c’est défini.
. PP . 1
Remarque : cette question permet, en réflechissant un peu, de voir que ¢(x) = — avec I=]—00;0],
. . . 1 . . . —
aurait pu convenir. En effet, on aurait alors ¢’(z) = e strictement positif partout, puis ¢’’(x) =—
positif dans |—o0,0[, ¢"’(x) = 2 ><43, positif partout, puis ¢*)(x) :LE?M, positif dans |—o0; 0], etc.
T x

F) Réponse d

Le questionnement, en mathématiques, est toujours salutaire. Notre petit approfondissement sur
la réponse ¢ précédente nous permet d’avoir plusieurs exemples de fonctions g maintenant. On a :

g(z) =e*+ p avec p un réel quelconque, et I =R, puis :
g(x) =ke™*+ p, avec des réels k, m >0 et p quelconque, et I =R, et enfin :

c(x) :_?1 avec I =]—o0;0[.

Cela va nous aider a répondre :

a est fausse (prendre g(z)= _;) ;

b est fausse (prendre g(z) =e®—1sur I=R);
c est fausse (prendre g(x)=e2®);
Donc aucune des trois propositions précédentes n’est vraie.

Remarque : cette question était 1a pour vous montrer que si I’on part d’une propriété, et qu’on
trouve une fonction possible vérifiant cette propriété, il faut bien faire attention que cette « fonction
possible » n’est pas forcément la seule.

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) a,7,0 sont justes.

« est juste : on applique la formule z =1ne® puis la formule Ina +Inb=1In(ab) et 'on trouve :
fl@)+z=In(l—e*)+z=In(1 —e *)+1In(e”) =In((1 +e7*)(e*)) =In(e* +1).

/3 est fausse : elle semble supposer que In(a — b) serait comme In(a) — In(d).

Pour démontrer qu’elle est fausse, remarquons que la quantité In(1) —In(e~%) est définie sur R
(car on a toujours e~* >0 donc Ine~* défini), tandis que In(1 —e~%) est définie pour

l—e >0 1>e P« x>0. Ces deux quantités ne peuvent donc étre égales.

~ est juste : on part du résultat en appliquant la formule de collége a : b =2 b :

c c
ln<e 71):lll(e—fi>=ln(17e*’”).
e’ er e”

& est juste : on part du résultat et on applique A=Ine” et Ina —In b:ln% :

2r _ L 2z x
In(e?* — e®) — 2z =In(e?*® —e*) — Ine?® zlneeTe :ln(iﬁ - QBW) =1In(l —e™7).

B) «,3,0 sont justes.

« La limite de f(z) en 0T est indéterminée car lim L +oo et lim In(z) = —oo0.
z—0+tT z—0* l+zlne
On léve I'indétermination en mettant tout au méme dénominateur : f(z) =————-.

T
lim 1+zlnax=1et lim =0, donc par quotient, lim lt+zinz =+o00.
z—0% z—0* z—0t X

3 Aucune indétermination ici lorsque x tend vers 0T, la limite est de la forme « +o0 + 0o », qui donne
400 par addition.
7 On a une forme indéterminée « 400 — oo », donc pour lever l'indétermination on met au méme

dénominateur et on obtient : f(z)= z ;1.
x p—
Donc lim x —1=—1et lim #2=0% d’oi, par quotient, lim d 5— = —00.
r—0t r—0t r—0t T

Cette réponse est fausse.

6 On a lim L:0 et lim ln<l> =+o00. Donc, par somme, lim f(z)=4o0.
1 T z—0F

z—0tInxT z—0+t
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C) B et  sont justes. .
a C’est bon pour lim f=+o0 (voir question B) mais f(z)— x:EJrlnx —x a pour limite —oo lorsque
xz—0

x— +00. Cette réponse est donc fausse.
3 C’est bon pour lim f =+oco car lorsque x tend vers 0%, on a 1+ qui tend vers 17, donc
x—0

In(1+ z) tend vers 0%, et donc son inverse tend vers +o0o. Pour 'asymptote oblique, c’est bon car

1
fl)—a= In(1+x)
7 C’est bon pour lir%f =+o00. En revanche, ce n’est pas bon pour 'asymptote oblique car

xTr—

de limite nulle lorsque x tend vers +oo.

flx)—=z :ln(i) = —Inz qui ne tend pas vers 0 lorsque = tend vers +oo.

Cette réponse est fausse.
§ C’est bon pour lim f=+oc0. Ensuite on a :
x—0

1 - 1
f(z) —mzﬁﬂ—ln(l—i—ez) —In(e®) :ﬁ—i—ln(

z tend vers 4oo.

1+e*

er

) = Lz +1In(e~*+1) et ceci tend vers 0 lorsque
x

Remarque : lorsque lim (f(z) —x) =0, on dit que la droite d’équation y=x est asymptote oblique
x— 400

a Cy au voisinage de +oo0.

D) « et ~ sont justes.

a Si F(z)=zlnz alors on a F’'(z) = f(z) =Ilnx + 1 qui définit une fonction croissante sur |0; +oo.

[ Si F(z)=(xz—1)lnz, alors F'(z)= f(z)=lnz+ mT—l =lnz+1- % Pour en voir les variations,

on dérive f: f'(x) =2 + % toujours positif dans ]0; +oo[ donc c’est faux.

v F(z)= %(2 Inz — 3) implique :

2
(z) = fz) =% _a) T2 N _
F(z)—f(x)—2(21nx 3)+4<x>—a¢lna: 2+2—xlnx x,

d’ou f'(x)=Inz+1—1=Inz qui est négatif dans ]0; 1] et positif dans ]1;4oo.
& F n’est pas forcément décroissante : il suffit de prendre f(z)=(Inz)%? ou f(z)=(z —1)% Les
deux sont positives et ont donc des primitives croissantes.

E) « et ~ sont justes.

Ici, il faut voir si les fonctions proposées vérifient f’(x) négatif dans 0, 1] et positif dans |1;4o0] :

o f'(x)=xInz, ceci est du signe de Inx, donc négatif dans ]0; 1] et positif dans |1; 4o0].

B fl(x)= % +Inz de limite +oo lorsque x tend vers 0% (voir question B) ne peut pas étre

négative dans ]1; +o0l.

~ f'(z) =Inz, ceci négatif dans ]0; 1[ et positif dans |1; o0

0 I'énoncé nous dit que f'(z) négatif dans ]0,1[ et positif dans ]1;+oo[, alors soit a €]0,1[ et b>1 on
a donc f(a) <0< f(b), alors que, si f était vraiment strictement décroissante, on devrait avoir

fa)> f(b).

8 Familles, algo et récurrences

A) Réponse a : | La fonction f3 admet un maximum égal au maximum de la fonction f33 |

lna: —In(nz)n
On obtient f/(z)=-<L

_n—nln(nz) _1-In(nz)

(o)’ = (o) B ceci s’annule pour :

1—In(nz,)=0<In(ne,)=1<z,= %.
Donc :

qui ne dépend pas de n, et

e>_1“(“§) ) _1

a est juste, car le maximum de f, est fn<— € )
n nx— € €

ainsi : toutes les f, ont le méme maximum (mais pas forcément a la méme abscisse bien sir).

. . e e
b est fausse, car 'une des deux fonctions admet un maximum en 3 et lautre en 33
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¢ est fausse, car on ne peut pas simplifier par n.
d est fausse, voir le calcul ci-dessus.

B) Réponse b : | le nombre f,(1—n)ne dépend pas de n |

a est fausse, car f(z) :ﬁ d’ou f/(0)=— qul dépend de n.

b est juste, car f,(1 —n) :m: 1 ne dépcnd pas de n.

c est fausse, car f)(1+n)=

7 on dépend de n.

1

1 est fausse, car /e"—n =
: ear fifen —m) = ———

=e~ " dépend de n.

. +11 i1
n+1 n(@) = (n+1)2

n+1 n n
En effet, F},(z) =z"lnz + £+1 X %— (?n—:_ll))mz =z"n g4+ 7 —mzmnlnm.

1
b est fausse car f)(z)=a" x p +nz" !xlnz=z2""'+nz" ! xInz et le second terme n’est pas
identiquement nul.
c est fausse car f(z)=z""}(1+nlnz) et donc :

fé(ef%> = (efnTil) (1 + nln<67%>> = e%”(l —Q—n(—%)) —0.

1 1\n 1
d est fausse, car fn(e_Tl) = <e_;> ln(e ;> =e 1l x (—l) S dépend de n.
n exn

C) Réponse a : | la fonction F,(z) =

est une primitive de f,

D) Réponse c : Z f(k 7+1n(n+1)

1

Les réponses a et 1) sont fausses et en fait on aurait : f(x)= . % +In(z+1) —Inz. Il faut

+1

bien le voir car cela nous sert pour la suite :
c est juste car :

ki:lf(k) = (1 %) +1y2—In1

+ (,;Z %) +1/3 —1y/2
n (,1/ l>+1r/4flr/3
3 4
+ ...
1
+ (741—71)-1-1}1/71—1)@41)
1 1
+ (,nl H>+lm(n+1)—1}m
douzfk)—1—0—7+ln(n+1):L1_1+ln(n+1)_ Y In(n+1).
+1 n+1 n+1
d est fausse car :
Z 1)+f(2):7+ln(2)+ +ln(3):§+ln(2)+ln(3)—ln(2)z§+ln(3).
E) Réponse a :| f(z)=Inz
Il s’agit de la méthode d’Euler avec un pas h=0,1 et flla)=7
f(1)=0

F) Réponse c :| f(x) =+/z .

On prend cette fois-ci f'(z) = e
2f(z) f'(x) =1, or 2f(x) f'(x) est la dérivée de (f(x))? et donc on aurait { 5‘{%5)8)2)21: ktz d’ou
fl@) =V
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9 Réflexion autour d’un théme mathématique

|Théme : 'ensemble de définition. ‘
A) Réponse b : | dans ]0; +oo[, g et f different par une constante |

Ona f(z) =1n(l+%) :1n("”;“1)=1n(x+ 1) — In(z) dans ]0; +o0|

(et f(x)= ln( 7317 ! > =In(—z —1) —In(—x) dans ]—oo; —1) donc :
x 11
x+1 x _ —
Remarque : on peut mettre au méme dénominateur f'(x)= z—(z+1) = 1 .
z(z+1) z(z+1)

b est juste puisque dans ce cason a g’= f’ et donc (g — f)'=0 et donc g — f est une fonction constante.

a est fausse, puisque f'(z)=

Remarque : I’énoncé a précisé « dans ]0; +00[» car on pourrait trés bien avoir g — f = C5'® dans
]0; +o00] et g — f = C5"* dans ]1;+o0].

c est fausse car Dy =R\{—1;0} non D;=]—o0; —1[U]0; +oo].

d est fausse car lim (z X f(z)) =+o0. Faux car si on pose X =— alors on a :

T —r 400

1
ln(1+f)
. . 1y . z) . In(1+X)
i o= tim o1 )= i = i RO <1
z
B) Réponse b : | lim (% X f(:v)) =400
z—0\ T

On pose X:% :
a est fausse, car lim (z% x f(z)) = lim z? ln(l +i2) = lim MIO.

z—0 x—0 €T X —+o0

: . 1 i
b est juste, ilg})(; X f(x)) _XETM(X xIn(1+ X)) =+o0.
x? z? 1
- est f lim( -7 |=lim| —~—— | = i Xmixx) )~V
c est fausse, car zg{)(f(x)> e 1 Xinﬁm<Xln(1 +X)> 0
In( 14—
T

d est fausse, carlim _ L\ lim X =1
' a0\ 22 f(x) ) x=so\In(1+X) )T

C) Réponse c :| Djy=]e;+o0o|
En effet, Inx est défini pour x > 0.
Maintenant, In (Inx) est défini lorsque Inz > 0 soit x > 1.

Et, enfin, In (In (Inz)) est défini lorsque In(Inz) > 0 soit Inz > 1 soit > e.

D) Réponse d :| fu(x)=In((z+9)(z—1)) +In((z —9)(z+1)) |

a est fausse, car Dy, =]9; +oo].

b est fausse, car Dy, =]—1;1[N]9; +oo[=.

c est fausse, car Dy, =]—o00; —1[U]1;9[. On le trouve par un tableau de signes :

T —00 -1 1 9 +00
z—9 — — — +
1—2? - + — —
(z—9)(1 —=? + - + -
d est juste, on le trouve par élimination. Voici le détail du calcul, pour bien comprendre :
T —00 -9 -1 1 9 +00
z—1 — — — + +
z+9 - ¥ + + +
(x —1)(z%+9) + - - + +
donc le premier terme en In((z% —81)(x — 1)) est défini dans |—oo; —9[N]1; +oo], et :
T —00 -9 —1 1 9 +00
r+1 - — + + +
z—9 — — — — +
(z+1)(z+9) T T - - ¥
donc le second terme en In((z +9)(z + 1)) est défini dans |—oo; —1[N]9; +o0].
Ainsi, en prenant Uintersection, Dy, =]—o00; —9[U]9; +oo].
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10 REDACTIONS D’ELEVES IMAGINAIRES... 31

Remarque : la fonction z— In((z +9)(x — 1)(z — 9)(z + 1)) semble étre la méme que f4 en vertu de
la formule In(ab) =1In(a) +In(b), cependant, elle, elle serait définie aussi, en plus, dans |—1; 1] par la
régle des signes.

E) Réponse d : I il y a des fonctions dont I’ensemble de définition est vide I

a est fausse, pour comprendre il suffit de prendre le contre exemple f(z)= E, défini pour tout x non
T

nul, et donc non défini pour x =0. Alors la limite de f(z) quand x— 0 est égale a 1 puisque
flx)=Cste=1.

b est fausse, voir le contre exemple précédent.

c est fausse, car il suffit de prendre f(x)=e?, alors go f a pour ensemble de définition R, tandis que
fog a pour ensemble de définition ]0; +o0].

d est juste, il suffit de regarder les fonctions f ou g définies par f(z)=In(—2?) et g(z)=v—-1—2?:
elles ne sont définies pour aucun réel.

Remarque :

e ne pas confondre 'ensemble des « ou f(x) est définie, noté Dy et appelé ensemble de définition de f,
avec ’ensemble sur lequel on définit f. Par exemple la fonction f définie par f(x) :% a pour ensemble
de définition Dy =R*, mais un énoncé peut donner «soit f définie sur ]0; 400 par f(z) = 1 » parce
qu’il n’a besoin de travailler que sur cet intervalle ; v

e parfois I’ensemble de définition s’élargit si 'on modifie I'écriture de f. Par exemple « soit f définie
sur R* par f(z) = % ». On voit que l'on peut écrire f(x) =1 et cette nouvelle écriture est clairement
définie sur R. Il n’en reste pas moins que ’écriture f(x) :% n’est définie que sur R* donc Dy =R*.
Le lecteur intéressé pour formaliser son intuition pourra faire des recherches au mot-clé prolongement
par continuite ;

e en ayant recours aux complexes et a des notions plus élaborées que les simples fonctions, on peut donner
du sens & f ou g définies par f(z)=In(—z2) et g(r) =+v—1—2? (niveau Master).

F) Réponse a : | D;=]1;2[U]2; +ool|
En effet il faut 2 > 1 pour que le In(z — 1) soit défini et d’autre part que ce In(xz — 1) soit non nul donc
x—1+#1.

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Réponses :

af | F |

Le produit de deux fonctions croissantes ne définit pas toujours une fonction croissante ; un exemple
trés simple sur R est f(z)=z multiplié par lui méme. L

Ici, On peut aussi remarquer que f’(x) =Inz+ 1, et que ceci est négatif entre 0 et —.

Ainsi, f n’est pas une fonction croissante, bien que z+ x et x— Inx le soient.

AL T F ]

C’est une erreur typique de compréhension des limites. « Zéro fois quelque chose » ne fait pas toujours
zéro, cela dépend si le mot « zéro » désigne le nombre 0 ou la limite 0 et si le mot « quelque chose »
désigne un nombre ou une limite pouvant valoir oco.

. 1
Exemple typique : f(z) =z x > lorsque z — 07T est de la forme « 0 X +00 ».

Ici, il se trouve que limzlnz =0.

W1 ] 7

Cette réponse est exacte comme le prouve le tableau de variations, f s’annule en 1 et c’est tout.

o [ F |

On a ici une erreur classique de dérivée d’un produit.
1
—

f(z)=zInz donc, f(z)=uxv avec u(z) =z et v(z) =Inz donc v'(z) =1 et v'(z) = =

dou f'(z)=vv4+uv'=1 ><ln;c+a7><%:lnat+1.
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B) Réponses :

gl [ F |
Erreur classique on ne peut pas barrer les 2.
On a In(2r) In2+Inz

2x 2x
a 1
A% tout si 1 t t éel b£0 I ——=a X —
B) -- car tout simplement, pour tous réels a,b#0 on a b a b

VL[ F ]

Faux, le quotient de deux fonctions monotones ne l'est pas forcément, ici f'(x) =

et la simplification annoncée est fausse.

! ;121”6 donc f'(x) est
du signe de 1 —Inz donc f est croissante dans ]0;e[ et décroissante dans ]e; 4+o0o[ : f n’est donc pas
monotone.

o [ ¥ ]

Les limites sont justes mais le raisonnement est faux. Cette fonction en consitue un contrexemple
(regarder son tableau de variations). Siune fonction a pour limites i%f(x) =—ooet ZETOOf(:c) =400,

il n’y a aucune raison qu’elle soit croissante partout entre ces deux bornes.

11 Exercices avec graphiques

A) Réponse a : | I a pour coordonnées (a;b,ln\/ab)

a+b In(a)+1In(b) _In(ab) _
5 7ln\/@>.

a est juste car I a pour coordonnées ( =

2 2
b est fausse car on a J(ln\/ab,ln\/ab) puis K(ln\/ab,e“‘m: \/ab) puis C(\/ab,\/ab).
c est fausse car si B bouge et si A, pendant ce temps, reste fixe, alors J bouge donc l'angle (AJ) aussi.
On peut aussi prendre a =1 et alors J(ln \/E,ln \/5) donc I](ln Vb — 1,In \/B) La droite (JC)=C},

ayant pour vecteur directeur @(1, 1), alors AJLICe AT i=0a2mvb=1cb=c.

Par conséquent, pour a=1 et b#e, (AJ) et (JC) ne sont pas perpendiculaires.

d est fausse car K JC est isocéle par construction. En effet, si K (x; yx) alors J(zy; xx) et C(yg; yx) d’ont
KJ=KC =|y, — k|-

B) Réponse b : | (In(u);u)
En effet, U(u,lnu) donc V, son symétrique par rapport a la premiére bissectrice, a simplement les
coordonnées interverties.

C) Réponse b : [y=In(a) +a—=

Le point U(u,Inu) est sur (UV), cela élimine a et d.
La pente de (UV) est —1 d’ou la réponse b.
Effectuons le calcul pour bien comprendre. Soit M (x,y) et @(1,1)
MeUV) < UMLi
& UM(z—u,y—Inu) La(1,1)
& rz—ut+y—Ilnu=0
& y=u+lnu—=x.

D) Réponse c : | /2 x |u —Inu|

En effet, la distance UV vaut, par Pythagore :
UV=y(nu—u)?+(u—Inu)?=+2(u—Inu)?=v2x |u—Inul.

Remarque :
on pouvait éliminer le b qui n’est pas toujours positif (une distance doit 1'étre) ;

le a donne la distance entre U (ou V) et le centre du repére.
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Chapitre 5

Enoncés - Exponentielle

Dans tous les exercices de ce chapitre : on appelle C'y la courbe représentative de la fonction f.
De méme pour Cy, Ch, etc.

1 Révisions immeédiates du cours

A) e 737 peut se simplifier en :

a b c d
_ 622 — ;
) e e 67" [e2® 4 e73%| aucune des trois
x
B) N — peut se simplifier en :
a b c d
2z 1 9 1—22 | 224221 :
eelz? | € T _gl—aT| grT 20— aucune des trois

C) L’une des trois quantités suivantes a une valeur négative pour tout z € R :

b

a

—x —x

—e7|e (—e™7)2

D) On peut dire que pour toute fonction f :

a

b

d

e/ (®) est toujours

du méme signe de f(z)

la fonction
2 — ef (@) est croissante

la fonction z s ef (@)

a les mémes
variations que f

aucune des trois

E) L’une des fonctions suivantes a pour limite 0 lorsque que = tend vers +oo :

a b c d
u(z)=e*+e " |u(z)=e"xe " |u(x)= e‘iw u(z)=e=°"

F) La dérivée de f(x)=x%e"" est :

a b c d

2 z(2—1x)
fl@)==2ze="| fi(z) = | ['(@) === | [l(&)=2we " +2?x (—w)e™"
G) On pose f(z)=e 2—1. Alors :
a b c d
[0;400[|]—00; 0] [ R| aucune des trois
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2 Premiéres applications

A) L’équation e\/flﬂ2 >0

a| admet R comme solution car une exponentielle est toujours positive
b admet ’ensemble vide comme solution

c admet comme solution 'ensemble |—oo: —1] U[1; +00]

d admet comme solution I'intervalle [—In 1;1n 1]

)2 . 4 .
B) e(1*+) peut aussi s’écrire :

a b c d
T 61+I2 1+a T T
(67 1) — o2 olte 4 ol+
C)Si lim f(x)=0 alors on affirme que :
Tr—r— 00
a b C d
lim f(e*)=0]| lim /@ =0| lim f(—e*)=0 lim f(—e™*)=0
1
D) La dérivée de g(z) =xex est :
a b C d
1 1 Aflp-1 L
h(z)=e=|h(z)= ——ge% |~ —e"| aucune des trois
1
E) On pose, pour £ #0, f(z)=e =*. Alors:
a b c d
1 -+ 1 2
f'(x)==e =*| f est croissante sur R | lim f(z)=0| pour tout z#0, on a ——=e"*
x -0 f(z)
F) Toutes les fonctions f suivantes vérifient lim f =3 sauf une, laquelle ?
+oo
a b C d
eQm—‘—l‘Q
fla) = 3e " 4x f(x)_4e’w+3x2 f(ﬂﬁ)zw (@)= 3’ +e””
- 2% T oz te® ex<7+—> e”+3e~"
. e v -2 C
G) La quantité u(z) = o g peut aussi s’écrire :
a b c d
e” " e’ —2 -2 1—2e”
@) = —go= | W) = g | ") = e | YW =g

xr
H) La fonction F a pour dérivée f(r)=e 2 —1. Alors F peut avoir pour expression :

a| F(x)=-0,5e"%% —x4+15

b F(z)=—-2e"%%" -2 -3
mZ

c Flz)=2ze2 -1

d F(r)=xe2 —x
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3 Questions de logique

A) On suppose que f(e™*) >0 pour tout z > 0.

Alors :
a forcément f(%) >0
b il est possible que f(%) <0
c | il est possible que f(z)>1 pour tout x>0
d [ soit & un réel tel que f(1+4€) >0, alors € >0
B) Soit f une fonction ne s’annulant pas et vérifiant lim % =0.
Alors : JHJ;OO
a forcément lim ——— =00
x—+00 f(I)
b f(z)=99z + S—g convient
c | il est possible que lim LIT) =—
z——o00 €
d forcément lim @20
Tr—r —00
4 Questions en tableau
A) B) ©)
4 Z: B 2- \‘
4 - C:
Co 3- 0 ’
2 - Cs 2 - c
1- 4
0 i 0 | C 9t
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -1 0 1 2
a Cl
b Cs
A)La courbe représentant f C Cs
définie par f(z)=e"t! est : la symétrique de I'une
d de ces trois courbes
par rapport & (Ox).
=2et b=-3
B) Cette courbe représente la fonction f E ab — 2€et =)
définie par f(z) =ae®+ bz et la tangente en 0 — —
i C a=—-3etb=2
est tracée. Alors :
d a=b=-1
alf(r)y=e et g(z)=o—1?
C) Ces deux courbes représentent les fonctions f et g |b|f(x)=(1—-z)e et g=f'
définies par : c| fl)=—xe et f/=g
d flx)=—ze®et g'=f

D) La fonction f définie par f(x)= (22— 2)e~" a pour courbe :

a b c d
2 2 2 2 -
1- 1-\ 1- 1~
-10 1 2 3 -10 1 2 3 -3-2-10 1 2 -3-2-10 1 2
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E) La fonction f définie par f(z) =e /7"y pour courbe :

a b c d
0 | 6 - 2F 2F
4 - 1= 1=
2% 0 0
1 1 1 1 O 1 1 I 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1
-2 -1 0 1 2 -4 -2 0 2 4 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
F) La fonction f définie par f(z) =ge V" 4 pour courbe :
a b c d
(A 0 | 4=
47 14 : | 2 ]
9L 0 0
B e Ema kg
0 | | I | | | | | | | | —4 i
-4 -2 0 2 4 -2 -10 1 2 -1 0 1 —4 -2 0 2 4

5

Questions Vrai/Faux

I2

Soit f définie pour tout réel x par : f(z)=e~

Alors :
A) Pour tout z € R, f'(x)>0.

B) La fonction f’ est croissante sur R.

f'(x)

est décroissante sur R.

C) La fonction z+—

<l 1<€1<1I<
) | ] |
= || ||
) T | | |

f(x)
f'(@) | f=@)
D) Pour tout x #£0, —r=0
) N ORE
| On pose f(z)=e® x sin(z). |
Alors :
E) i 0.
F) limf =+,
—+o00
6) im0 — o
r—r
x>0
H) 1 =0. VIO|F O
) lim (2 x f(x))
| On pose f(x)=P(z)e?** L ou P désigne un polynome de degré 2. |
Alors :

I) La dérivée de f peut s’écrire f/(z) = Q(x)e?** !, avec Q un autre polynome,
et ce polynome @ est de degré 2 aussi.

J) Quel que soit le polynome P de degré 2, on a lim f =0.

K) L’équation f(z)=—3 ne peut pas avoir de solution,

vu qu’une exponentielle est toujours positive.

L) On suppose que f'(x)=(1+x2)e** L

a=1
2a+b=0.
b+c=1

Si P a pour expression P(x)= az®+bx +c, alors a,b,c vérifient :

< <|| <
O (] | .
= || =
O (]|

<
O
e
O

3

(=)
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ENONCES - EXPONENTIELLE 3

On pose fi(z) =e3%. Soit un réel A >0 on pose fa(x) = —A%® + 2Xe?*.0n appelle C; et Cy les
courbes respectives de ces deux fonctions.
Alors :
. e fa(z)
M) lim =2\
) xr— 400 f1(.’L')
N) C; et Cs se coupent au point A(In(A); 3X).

< <
O O
S >
O O

0) C1 est au-dessus de Co (au sens large) et ce pour toute valeur de .

<|| <
O &
|| =
O &

P) 1l existe un point B € C1NCs en lequel C; et C3 ont la méme tangente.

T
z+1

Soit f définie dans [0; +oo[ par : f(x)= e V% siz>0et f(0)=0.

Alors :
Q) f est continue en 0.

R) f n’est pas dérivable en 0.
S) Cf ne posséde pas d’asymptote en +o00.
T) Pour tout >0 on a f(z)<1.

<l <l <|| <
| | |
|| || ||
| | o

Soit a € R, et soit A le point de coordonnées A(a;e®). On pose u(z) =e” et C le graphe de u. Soit
T, la tangente & C' au point A. Enfin, soit f la fonction définie sur R par f(z)=e* —e*(z+1—a).
Alors :
U) Une équation de T est y=e*(z +1—a).
V) f' est croissante sur R.
W) C est en-dessous de T, & gauche de A et au-dessus de T, a droite de A.

X) Pour toute valeur fixée de x, il existe un a tel que la tangente & C' au point d’absciss
soit paralléle la tangente & C'y au point d’abscisse . v

<<l <
] ]
|| || =
N o

@
u@

5|
O

6 Questions +-+

A) Soit E l'ensemble des fonctions f dérivables sur R et vérifiant « il existe a, b € R tels que
pour tout x réels, f'(z)=ae®+b». Soit f une fonction de E. Alors :

a a=1let b=0
/ —
b pour tous a et b réels, pour tout x réel, on a : M:ex
a
(¢ lim f =+o0
+oo
d | la tangente en 0 & la courbe représentative de f a pour coefficient directeur a + b

B) Soit f une fonction dérivable vérifiant pour tous a, b€R : f(a+b)= f(a)f(b). Alors :
f0)=1
pour tout z €R, f(z) >0
pour tout a, x €R, f'(a+z)= f'(a)f'(x)
pour tout x € R, f(z)=e*

oo e

C) Soit a € R*. Soit M, (respectivement N,) le point d’abscisse a de la courbe de f(z)=¢e"
(respectivement la courbe g(z)=e™*). Soit I, le milieu du segment [M,N,]. Soit A la droite
horizontale passant par I,. Soit K, (respectivement L,) I'intersection de A avec la courbe de
f(z)=¢€" (respectivement la courbe de g(x)=e"%). Alors :

a K, et L, ont la méme abscisse

b si xx, (respectivement xy,,) désigne I’abscisse de K, (respectivement de L),
alors pour toute valeur de @ on a zx, >y,

c y1, peut étre dans |—oo; 1]

d fil existe deux valeurs distinctes de a pour lesquelles I, est le milieu de [K,Lg)
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D) Soit k un réel et soit f une fonction définie et dérivable sur R, telle que la fonction g définie
par g(z) = f(x) — e® est positive dans U'intervalle |—oo; k| et nulle en k.

Alors :
a f admet en —oo une limite, finie ou infinie, qui est strictement positive
b forcément lim f=0
Tr—r —00
c f(x)=1+¢€" convient.
d si g'=g alors g=0

E) Soit la fonction h(z)=e~*’, soit P le point de son graphe d’abscisse € R, soit M(z;0),
soit @, (respectivement N,) le symétrique de P, (respectivement de M,) par rapport a 'axe
des ordonnées, soit A(x) Paire du rectangle M, P,Q.N,. Alors :

. . . 2
a| Daire maximale atteinte A(x) vaut \/;

la relation : A(z)=|h/(z)| est fausse
la quantité A(z) est maximale pour =0
lim A(x)=+o0

xr— 400

Qoo

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) Soit f une fonction dérivable vérifiant pour tous a, b€ R : f(a+b) = f(a)f(b), alors :
a B 0% )

o pour tous a, r€R :
f(0)=1]pour tout z€R, f(z)>0 Flata)=fa)f'(z)

B) Soit f une fonction dont la dérivée seconde est toujours positive. Alors cette fonction peut étre :
a B 0% o
f@)=e"|flz)=e""| fa)=e""| f(x)=e®"
C) Soit f une fonction définie sur R, croissante, de limites 0 en —oo et 1 en +oo. Alors cette

fonction peut étre :

a B ~ 0

2 T
f) = | )= o= | f) =1 - 1 £y = 252

D) On pose O(0; 0) et A(0; 1). Soient f(x) =xe™" et a un réel tels que la tangente T, a Cy &
I'abscisse a coupe le segment [O A]. Alors a peut étre égal & :

alBl~y]| o

0|2]|-2|7V5

pour tout x € R, f(z)=e"

-2

8 Familles, algos et récurrences

On revient ici au principe « une seule réponse juste ».

A) Pour n€Z on pose fp(z)=(z—1)e" "™
Alors :

il n’y a aucun point A(a,b) fixé par lequel passeraient tous les graphes C,
le nombre f}(0) tend vers +oo lorsque n tend vers +oo
toutes les f,, sont décroissantes dans |—oo; 0]
toutes les Cy, admettent une tangente horizontale en a =1

=9 Kol Ronl N
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x

B) Pour n € N on pose f,(z)=(zr—mn)e ™.
Alors :

a pour certaines valeurs de n, f, est croissante sur R
b |soit k € R; soit n € N; si f,(k) =0, alors f,, admet un extremum en k+ 1
¢ pour certaines valeurs de n, on a f,)(z) >0 pour tout x € R

d la suite (fn4+1(1) — fn(1)) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo

C) On considére I'algorithme suivant :
Algorithme 5.1
Lx<0; p<0,01; y«1
II. tant que z<10:
ITI. dessiner le point de coordonnées (z,y)
TV, ok

Pour que cet algorithme donne une approximation de la courbe de f(x)=e?" par la méthode
d’Euler, il faut écrire ligne IV :

IV. y«<—z+p
IV. y«—y+2x et z<ax+p
IV. y<—y+2petax+ax+p
IV. y«yx(1+2p) et x+2x+p

Qo |Tw

D) On a le tableur suivant : A1=1,1 puis A2=A1*A$1 puis B1=1 puis B2=(sqrt (B1)+1)"2.
L’instruction sqrt désigne la racine carrée, 'opérateur * le produit, et I'opérateur ~2 le carré.
On sélectionne A2 et B2 et on les recopie vers le bas. Alors :
pour tout entier n>1, on a Bn> An
pour tout entier n>1, on a Bn< An
il existe un entier n > 1 tel que An=Bn
lim (Bn—An)=—o0

n— 400

olo|T|w

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

| Théme 1 : la convexité. l
A) Soit f une fonction deux fois dérivable sur R et telle que pour tout = réel f”(x) >0. Alors :
a b c d
f(10) > f(=10) | f/(10) > f'(=10) | £”(10) > f”(—10) | aucne des trois
B) Soient f, g, h, trois fonctions définies sur R et telles que f'=g et g'=h.
On suppose que g est croissante.
Soit u la fonction définie par u(xz)= f(x)— f(0) — f'(0)z.
Alors :

h est croissante

a
b f est croissante
c| la fonction u ne prend que des valeurs positives
d la fonction u change de signe en 0
C) Soit a un réel. Alors la fonction ¢ définie par t(z) =e* —e® —e*(x —a) :

a admet en £ =a un minimum

b est croissante sur R

c vérifie que pour tout = dans R : t/(x) =t(z)

d | est I’équation de la tangente en a a la courbe de la fonction exponentielle
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| Théme 2 : les limites. |

1
D) Soit f la fonction définie dans |—oo; 0[U]0; +oo[ par f(z)=e =, et g, h définies par :

1
g9(z) = @) h(z) = (f(2))*
Alors :

. . 1
a Cy posseéde une asymptote verticale d’équation x = .
b C'y posséde une asymptote horizontale d’équation y =0
¢ Cy ne posséde aucune asymptote verticale
d C', posséde les mémes asymptotes verticales et horizontales que C'y

E) Soit f une fonction. On définit (1a ou c’est possible) les trois fonctions g, h, k par :

1
f(x)
Alors :

A a chaque asymptote verticale de C'y correspond une asymptote horizontale de
Cy et vice-versa

b Ch et Cy ont exactement les mémes asymptotes

¢ | im A =400 implique automatiquement : soit lim f =400, soit lim f =—oo
+oo +oo +o0

d Cy peut avoir une asymptote verticale en x = a sans que Cj ne posséde
d’asymptote verticale en x =a

F) Soit f une fonction définie sur R et telle que :

lim f(z)=—o0, lim f(z)=—o00, lim f(z)=4c0, lim f(z)=+o0.
r——00 x—0 x—0 Tr— 400
<0 >0

On définit g et k par g(x) = f(e*) et k(z) =e/ @),
On considére les dix assertions suivantes, certaines sont justes, d’autres sont fausses ou pas
forcément vraies :

(1) lim g(—z)=+o00 (2) lim k(—z)=+o0
xr— — 00 T—r — 00
(3) Jimk(-2)=0 (4) lim g(z)=—o00
z>0 T oo
() lim g(w) =0 (6) | lim g(-x)=-+oo
<0
(1) | lm flk@)=+o0 | (g) Jim k() =0
T z<0
) lim k() =0 (o) | Hm k(@)=
x>0
Parmi ces assertions, celles qui sont vraies sont au nombre de :
alb|c|d
214168
G) Soit f(z)=(2+sin(x))e".
Alors :
a pour tout réel s >0, on a pour tout z € R : —s < f(z) <s
b pour tout réel s >0, il y a un xg tel que, pour tout = > g, f(x)>s
c pour tout réel s >0 et pour tout zp€R on a z>xp< f(z)<s
d| pour tout réel s> 0, il y a un intervalle [a; +oo[ dans lequel 0 < f(z) <s
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10 Rédactions d’éléves imaginaires...
_L
A) Pascal écrit : « On pose f(z)=e 2* siz£0 et f(0)=0. On veut savoir si f est continue en 0.
a) Si on prowve que limf =0, vu que f(0)=0,
0
on aura montré que f est continue en 0

. o -1
B) Je sais que la limite de —7 lorsque x tend vers 0 est —oo.

v) Je sais que si a tend vers —oo alors e tend vers 0.

<< <1<
O ]
|| || ||
(] ]

0) J’en conclus que li(r)nfz() d’ou le résultat. »

B) Quentin écrit : « Je veux dériver la fonction f(x)=e % :
«) J'applique (€*%)'=ae®* avec a=—In donc
fl(x)=—-Ine ™= —(~Inz)=Inz
B) Jaurais pu aussi simplifier d’abord f(z)= elix :%

Lo Y 1 1
~) Dans ce cas j’applique (F) =T et donc f’(m):T: 1.

§) Si je veur calculer f'(1) je calcule d’abord f(1)=e M1=e'=1,
puis je dérive : f'(1) égale zéro comme dérivée d’une constante. »

< <l 1<l <
O O (O
> = |
O O (O

C) Raoul écrit : « Je veux trouver l’équation de la tangente T en a=1 a la courbe de la fonction
flx)y=xe™7 :

a) Je vais calculer la dérivée de la courbe en a=1.

B) Pour cela jécrit f'(x)=(1—x)e™ ™ et je remplace : f'(1)=0.
v) La tangente est alors T = f'(1)(z —1).

9) Je trouve une tangente horizontale :

<1<l <
O ) =
| | | |
O oy =

la fonction f a donc un sommet en a=1. »

D) Sysiphe écrit : « Je veuzr connaitre les variations de f(x)= (3 —z)e” :
a) Jai f'(x)=(2—x)e”.
B) f(2)=0 alors f' a un extremum en x=3.

v) Ici f'(x) s’annule en x =2 et est du signe de (x —2),
donc f croit jusqu’a l’abscisse 2 puis décroit.

<<l 1<€1< <
O & . ]
| | = = | = =
O O oo O

8) Chaque réel y < e? a donc deuz antécédents par f. »

11 Exercices avec graphiques

A) On considére la figure suivante, qui présente deux droites ainsi que la courbe de

flx)=z—¢e":

la courbe admet deux asymptotes obliques,
I'une en —oo, 'autre en 400
b la fonction f est paire
la tangente en a a pour équation :
y=z(1—e) +e*(a—1)
il y a deux valeurs de a, I'une négative, ’autre positive,
pour lesquelles cette tangente passe par O(0;0)

B) On considére la figure suivante, représentant les courbes des deux fonctions f et g définies
sur R par g(x) =2¢" —z et h(x)=ze” :
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0

1

C5 est la courbe de h et C la courbe de g

les deux fonctions g et h ont un extremum
en une méme abscisse a comprise entre —1 et 0

les deux courbes ne se croisent jamais

st u(z) =h(z) — g(z) alors u'(z) = —xe®,

u'(z) est toujours négatif, donc u décroissante sur R

C) Voici le graphe d’une fonction f définie par f(z)=(ax?+bx+c)e ™ :

a=4,b=—-1letc=-1

at+b+c=1

a=—-1,b=2et c=-1

a=2,b=—-1let c=-1
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Chapitre 6
Corrigés - Exponentielle

1 Révisions immeédiates du cours

A) Réponse a :

En effet, on a la relation : e%?=e%*?.

B) Reponse ¢

a
D’aprés la relation e—b =ea~b
e
C) Réponse a : | —e™®
a est juste et b est fausse, car e~® toujours strictement positif.
c est fausse, car (—e~%)2=e"2% est toujours strictement positif puisque c’est une exponentielle.
d est fausse, car e —e” est nul en x =1, négatif aprés, et positif avant.

D) Réponse c : | la fonction z +— e/ (®) a les mémes sens variations que f|

a est fausse, car ef(®) n’est pas toujours du méme signe que f(z), car ef(®) est toujours strictement
positive, alors que f(x) peut avoir n’importe quel signe.
b est fausse, car la fonction x> ef(*) n’est pas obligatoirement croissante. En effet par exemple,
r+— e~ % n’est pas croissante.
¢ est juste. On peut le voir de deux maniéres :
e si g est croissante, pour toute fonction f, alors f et gof ont les mémes variations. En effet, par
croissance de g : f(z) < f(y) & g(f(z)) <g(f(y));

e la dérivée de x> ef @ est 21— f/(x) x /™) toujours du signe de f'(z) car e/ >0.

E) Réponse d :|[la fonction u(z) =e~°"|
a est fausse, car la fonction u(z) =e®+ e~ tend vers 400, par somme (par somme de +oo et de 0).
b est fausse, car larfonction u(x) =e® X e~ % est constante égale a 1.

e X
c est fausse, car — =e?" et lim e*"=+o0.
e

T— 400
d est juste, car lorsque que x tend vers +oo, —e® tend vers —oo, or, lim e¥=0.
Yy——o00
I') Réponse c :| f/(x) :M
e(E
_z(2—x)

La dérivée de f(z)= 22 e % est f'(x)= 2z e~ ® +\a:i/(fe*z):(2:rfx2)e*z -
Y ¥ N~

N
u v u
@) Réponse d
x

f(m)<0¢>e7571<1<:>—%—1<0¢>—1<

v G

Sr>—2.

| 8

2 Premiéres applications

A) Réponse b : I admet ’ensemble vide comme solution |

—1—a?

La relation eV >0 est vraie partout ou elle est définie. (On a méme, pour tout = ou cela

est défini, eV -1-ats 0). Le probléme est que ce n’est pas beaucoup défini. En effet, il faut pour
cela que —1 — 22> 0 afin qu’on puisse prendre sa racine carrée. Or, c’est le contraire qui est vrai
puisque pour tout x réel, —1 —22< —1 < 0. L’ensemble des x vérifiant cette relation est donc
vide.
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B) Réponse d :

a est fausse, car (e!T%)2=¢2(1+o)
1+:Ll2 2 2

— =elte’+22 = o140 (identité remarquable).
2140 _ 2

b est juste. En effet, e
¢ est fausse, par exemple pour x=0, on a e
d est fausse aussi, car cela est égal & 2et*=.

1+ 1 2 2
27— 02 = ¢2' =2 alors que e = (110 — el —¢

C) Réponse d : gcﬂrfoof(—e_z) :0‘

a est fausse, car lim f(e*) =0= lim f(y) et I'on ne peut affirmer la-dessus, I’énoncé ne donnant
T — —00 y—0

aucune information sur la limite de f en 0.

b est fausse, car lim ef®) = limev=1.
T —r —00 y—0

c est fausse, car lim f(—e®)= lim f(y) comme au a.
r——00 y—0

d est juste, car lim f(—e ®)= lim f(—y)= lim f(z)=0.
T——00 y— 400 z——00

r—1 1
el‘

D) Réponse c :
x

1 1 1 1 1
La dérivée de g(x)=_z e® est g'(x)=_1 e* + = <7;>egz<lfl>egzx_leg.

u v u

E) Réponse b : | f est croissante sur R |
2 _1
a est fausse, car f'(z) =3¢ @2,

b est fausse, car f est décroissante sur |—oo; 0[.

. 1 .
c est juste, car lorsque x tend vers 0, 2 tend vers —oo donc lim f(z) =0.
x—0

1
d est fausse, car pour tout z #0, on a ﬁ: 11 =er e,
€T _ 12
e x
4 3e "+
F) Réponse a : ==_ =
) Rép f@)=—3=

a correspond & la fonction dont la limite en +o0o0 n’est pas égale & 3. En effet, on a :

lim (3e™"4z)=4o00 et lim (2%e~7)=0" donc, par quotient, lim f(z)=+o0.
Tr—+00 T—+00 T — 400
b correspond a une fonction de limite 3 lorsque x tend vers +oo car :

tend vers 0
(=)
4e™*

2
3x 3.2 +1
. 4de™® 4 322 . . 322
lim —5——-= lim = lim —=3.
z—+4o00 T+ e x—+o00 e T r—+oco T
x?| 1+ —
tend vers 0

¢ correspond aussi & une fonction de limite 3 lorsque x tend vers 4+oo car :

tend vers 0
2 2
2 T 2z x
) 2% | p2 ) € z(1+eﬂ) ) € 1+ e2x ) 2%
lim — = lim = lim = lim 71: 3.
m—>+ooez ;1‘7_‘_67 x— 400 ( x2 \ x— 400 - 1’2 1 m—>+00621_ 1
2 3 eT| e® 71 € 2eT + g 3
\ 2e% 4 — ) tendVers 0
3
et ¢ correspond aussi & une fonction de limite 3 lorsque = tend vers +oo car :
tend vers O
~ N
672z
3e”| 1+
3e”+e " . 3 . 3e”
——————= lim = lim =3.

t+00€®+ 37T 4o e””(l—l— 3022 ) z—+oo €%

tend vers 0
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G) Réponse d : | u(z) :%

a est fausse : on ne peut pas simplifier par —2.

b est fausse : ceci a pour limite -1 en +oo alors que u a pour limite 1 en 4oc0.
¢ est fausse : on ne peut pas simplifier par les exponentielles.
e’le™™—2)  1—2e"
er(—2—4de~7)  —2e—4’
H) Réponse b : | F(z)=-2e7%% —3 -3 |

T

d est juste, car on peut écrire u(z) =

F peut avoir pour expression F(z)=—2¢ 2 —z+k, avec k€ R.

. o 1
Remarque : se souvenir que la primitive de x +— e®? est x+— —e®®.
a

3 Questions de logique

A) Réponse c : | il est possible que f(x) > 1 pour tout x >0 |

. . 1
a est fausse, car on ne peut pas dire si f(§> > 0.

b est fausse, car ex 2,718 donc e > 2 donc %> 1 donc f(%) > 0.

c est juste, car avoir f(x)>1 pour tout x>0 est effectivement compatible avec les hypotheéses.
d est fausse : effectivement, si € >0 alors f(1+¢) >0, toutefois, la réciproque n’est pas forcément
vraie. Il suffit de prendre f(z)=1+2%et e=—1.

B) Réponse c : | il est possible que lim @: —00
e

T—r —00

) . e’
a est fausse, car on n’a pas forcément lim

2z +oo f()
f(z)

=+o00. En effet, si 'on prend f(z)=cosz, alors on

=0 par les gendarmes, mais % n’a pas de limite lorsque = tend vers 4oco0.
féf) = 996%4— % tend vers %7& 0, lorsque = tend vers +oo.

c est juste, car il est effectivement possible que lim fe(ji) = —oo0. Il suffit de prendre f(z)=C5"*=—1.
xr—r —00
En fait tout est possible en —oo, puisqu’aucune hypothése n’est faite de ce coté.

d est fausse : rien ne peut étre imposé en —oo. Reprendre le contre exemple du c.

a lim
T —+00

b est fausse, car, dans ce cas,

4 Questions en tableau

A) Réponse a :
On pose f(z)=e®T1, alors f(0)=e= 2,718 donc les réponses b et ¢ sont éliminées.
La réponse d est exclue car la fonction f est a valeurs positives.

B) Réponse a:|a=2¢et b=-3
Cette courbe représente f(x)=ae”+bx et la tangente en 0 est tracée.
Déja, f(0)=2<a=2 d’ou f(xz)=2e"+ bz, ensuite la tangente a pour coefficient directeur —1 donc

f(0)=-1. Or, f'(x)=2e*+b,on adonc 2+b=—-1<b=-3.

C) Réponse ¢ : | f(z)=—ze " et f(z)=g'(2)]

a est impossible, car f ne s’annule jamais, et g s’annule en 0 et en 1.

b est impossible, car alors f aurait pour courbe Cy, serait croissante sur [0, 1] et aurait donc une dérivée
g de courbe C3 qui devrait étre positive sur [0, 1].

b est impossible, car alors f aurait pour courbe Cjs, or f’(x) s’annule en —1 et C3 semble plutot changer
de variations en +1.

c est plausible : f aurait pour courbe Cj, les variations que 1’on peut calculer pour f semblent corres-
pondre aux mouvements de la courbe C3. De plus, on a dans ce cas f'(z) <0 sur |—oo; 0] et f'(z) >0
sur [0; +o0o[ ce que la courbe Cy, qui serait alors celle de g = f’, semble corroborer.
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D) Réponse a
On sait que lim f =0 et lim f =400, ce qui élimine les réponses c et d.
+o0 — 00

On peut aussi calculer f(—1)~2e. Comme on sait que e~2,7, on a donc f(—1)~5,4 (sans calculatrice).
Cela élimine encore une fois les réponses ¢ et d, et rend peu plausible la réponse b.
On peut élaborer le tableau de signes de f, c’est celui de 2 — z, donc :

T | —o00 0 1 +o00
fx) + 0 -0 +

Cela élimine la courbe b.
Par élimination c’est donc le graphe a. Si l’on veut, on peut encore vérifier :

f'(z)=(3z — 1 —x%)e™" est du signe de 3z — 1 — 22, qui s’annule en deux réels strictement positifs :
3+v5  3-V5

3 5 Or, une seule courbe, la a, présente deux extréma strictement & droite du repére.

E) Réponse ¢ ) )

La fonction g(z) =e 27 est paire ce qui elimine le graphe b (qui est le graphe de x e ).
1 . 1 .
Lorsque = — 0, 2 — —oo donc hgng =0 et quand z — too, —ﬁ—> 0 donc lilmg: 1.

Donc, c’est le graphe c. )

Confirmation : g a pour dérivée g'(x) = —363_P négatif & gauche et 0 et positif & droite. Ainsi g décroit

dans |—o0; 0] et croit dans ]0; +o0l.

Remarque :
o le graphe d serait celui de z — e™* (courbe en cloche de Gauss, utilisée pour la loi normale en
probabilités) ;
e le graphe a pourrait étre celui de z+— —%.
F) Réponse d : ) )

. -= o . 1 .= . .
La fonction h(x) =ze ¢ a pour limites : lim ——; = —oo0 donc lime «*=0 d’ott limh=0. Ceci ne
z—0 X z—0 x—0

permet pas d’exclure un graphe.

Le signe de h(x) est celui de x, donc on a h(z) <0 dans |—o0;0[ et h(z) >0 dans ]0; +oo], donc la
réponse a est fausse.

On remarque que h est impaire, donc a et b sont fausses.

2\ -4 2\ -4 . . )
h(z)= (1 +zx —3>e *? = (1 —0—7)6 «? est toujours positif, donc h est croissante : c’est donc la
T T
réponse d.
Remarque : la courbiz de h parait plate autour de 0, ce n’est qu'une apparence, cela est caractéristique

de la fonction z+—e 2°.

5 Questions Vrai/Faux

A)_[F ]

f'(xz) = —2ze™" est positif & gauche de zéro et négatif a droite, donc c’est faux.
Bl [ F |

f'(x) = (=2 -2z x (—2x))e %"= 4(m2 — %)e_“62 donc f’ décroit dans ]—?; ?[
OLV [ |

f'(z) _ —2pe~
flx) e

D)L [F] 2

f(x) f(a:)ifQ:Ee*“”2 e~ . 1
: T2z Tz ¢ <_2+§)#0'

= —2x est bien décroissante sur R.

/
Remarque : il aurait fallu écrire : % +2f(x).
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5 QUESTIONS VRAI/Faux 47

BV ]

lim f =0 par le théoréme des gendarmes, car pour tout = réel, —1<sinx<1let lim e*=0.
— 00

xTr—r —00
B [ F ]
C’est faux : f n’a pas de limite en 400 car e” tend vers +oo tandis que sin x change
constamment de signe.
Une réponse plus technique consisterait a dire que, pour tout entier n, on a f(n7)=0 et cela contredit
la définition d’une limite infinie en +o0.
Plus précisément :

o f(nm)=0;

° f<g + 2n7r) = 65+2m, de limite oo lorsque n— +00;
s 71+2n7'r ..
° f( D) + 2n7r) =—c 2 , de limite —oo lorsque n— 400

donc, lorsque x — +o00, la fonction f n’a tout simplement pas de limite.

L[ F |

. T . sinz . . sinx .
lim fx) = lim { —=¢€” |, or on sait que lim =1 (c’est une limite connue).
z—0 T z—0 xT z—0 xT

x>0 z>0 f(il?)
D’autre part, lim (e*) =1. Ainsi, lim -~ =1.
xz—0 z—0 T

W v ] |

On sait que lim xe®=0, c’est une limite connue. Vu que pour tout z€R on a —1 <sinx < 1, par le
—

T — —00

théoréme des gendarmes, on a tout de suite lim (z x f(x))=0.
&Tr—r — 00

nLv |l |

En effet, f(z) est de la forme u(x) X v(x) et donc :

x>0

f(x)=P'(x)e** =1 +2P(z)e?* 1= (P'(x) + 2P(x))e?* 1.

NV ]

En effet, si P(z) =a 2?4+ bz +con a lim P(z) x e2*T! = lim a x? x e2**1 or on peut écrire
xr—r — 00 &Tr—r — 00
azx?xe*®tl=gex (ze”)? et on sait que lim (ze®)=0 d’ou le résultat.
xTr—r — 00

K[ 7]
C’est faux car P(zx), lui, peut prendre des valeurs négatives.
L)
Ona f'(z)=2(az?+bx+c)e*®* 1+ (2ax+b)e** 1= (2a22+2(a+b) z+ (2c+ b)) 21 et donc, en
identifiant :
2a=1
2(a+b)=0.
2c+b=1

Le systéme proposé par I’énoncé serait obtenu si I’on oubliait le facteur 2 dans la dérivée de x+—e2* 1.

M)
e?fa(x) e (=A% +2Xe?*) . . . 2) 32
O o= qui a la méme limite lorsque z — 400 que B

N F ]

Dans lesprit « qcm », on peut se contenter de vérifier si fi(In \) = fa(In A) = 3X : pour fi cela donne
fi(ln \) = e3> = X3 et pour f, cela donnerait fo(In A) = —AZe™* + 2Xe?" A = — 23 + 2) x A2 = X3 donc
f1(ln ) = fo(In X) certes mais le 3\ proposé par 1’énoncé est faux.

On peut tenter le calcul pour aller plus loin que la question. Il s’agit de résoudre —A\%e® +2Xe?® =e37, ce
qui se simplifie en divisant & gauche et & droite par e® d’oit : —A\2 4+ 2Xe® =e2®, on pose X =e? et I’équation
s’écrit alors A2 — 20X + X2=0< (A — X)2=0, on trouve X = X soit x =1In A : le point (In \; A3) donc le
seul point d’intersection entre les deux courbes.

, soit 2.
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48 CORRIGES - EXPONENTIELLE

Ol v [ |
11 s’agit de vérifier si on a bien fi(x) > fa(x) pour toute valeur de = et de A. Résolvons donc :
e3> —A%e® +2)e?® & A% —2X\e®+¢%2 >0 on va poser X =e”
& N-2XX+X2>0
& (A-X)2>0,

c’est donc vrai, C; est au-dessus de Cy (elles se touchent en z = \).
LV [ |
Ce point ne pourrait étre que le point (In A\; A%) vu précédemment. A-ton f{(In )= f3(ln ) ?
Oui, car f{(In\) =3e3"*=3X3 et fi(In \) = —AZe!"* + 4 e * =3\3.
QLV [ |
En effet, lim T —0 (par quotient) et lim e~
z—0 T+ 1 z—0
affirmer que : lim f(z) =0= f(0).
x—0

R)[ [ F |

En effet7 f((l') f(O) 1 71/50

x—i—l
S [ F ]

En effet, lim =let lim e Y/*=1 (par composée), donc (par produit) on peut affirmer que :
z— 400 T+ T—r 400

lim f(z)=1: Cy posséde donc une asymptote horizontale y =1 au voisinage de +oo.
T—r 400

LV ][ ]

En effet, pour tout >0 on a 0<

1/# = 0 (par composée), donc (par produit) on peut

qui a une limite lorsque  — 0. On trouve f’(0)=0.

lonaaussi —<0=0<e /oK 1, donc (par produit) on

1.

8|~

<
x —|— 1
peut affirmer que pour tout >0 on a f(z) <
OLv 1 ]
On a u(z) =u/(z) =¢” donc T,: y=e” (z — a) +e*
VILV ] ]
f'(z) =e" —e® donc oui, f’ est croissante sur R.
WL [ F |
L’écart entre C et T, se mesure par la fonction f. Ainsi, « C' au-dessus de T, » < f(z)>0.
Or, f’ est croissante et f’(a) =0 d’on, en remarquant que f(a)=0, les variations de f :

x —00 a “+o00
I’ S0
f'(x) - 0 +
N~ o0
f(=@) +

Ainsi, C est partout au-dessus de ses tangentes. Cette propriété s’appelle la convexité.

XLV [ ]
L’énoncé signifie : « Pour tout réel zo, il existe un réel a tel que u'(a) = f'(xo). »
Autrement dit : « Pour tout réel xg, il existe un réel a tel que e* =e% — e »

. . 1 . . .
L’équation en a équivaut a e* zaez“; elle admet toujours une (unique) solution.

6 Questions +-+

A) Réponse d : I la tangente en 0 & la courbe représentative de f a pour coefficient directeur a + b |
a est fausse, car justement, on ne sait pas : certes, f € F implique qu’il existe a et b tels que
f/(x)=ae®+b, mais sans autre condition sur f on ne peut évidemment pas donner la valeur de a et de b.
b est fausse aussi, car déja a peut étre nul auquel cas la fraction n’est pas définie, ensuite, ’égalité est
vraie pour une certaine valeur de a et une certaine valeur de b et non pas pour toute valeur de a et b :
cela n’aurait pas de sens.

c est fausse, car on a pour tout x réel : f(x) =ae*+bx + ¢, avec ¢ un certain réel fixé qui dépend de f.
Ainsi : limf =400 si a>0 et hmf =—00sia<0,etsia=0ily aencore d’autres possibilités suivant

+
la valeur de b. Sans plus d’ 1nf0rmat10ns on ne peut donc pas présumer de la limite de f en +o0.
d est juste car la tangente en 0 a la courbe représentative de f a pour coefficient directeur :

f'(0)=ae’+b=a-+b.
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6 QUESTIONS +-+ 49

B) Réponse b : | pour tout z€R, f(z)>0]

a est fausse, car en prenant a=0 et b=0 on a f(0)= f(0)? donc f(0)=1 ou 0. Ensuite, pour tout a
réel, en prenant b=0, on a f(a)= f(a)f(0), donc :

soit f(a) = 0 pour tout a € R (f est dans ce cas la fonction nulle, et la propriété est effectivement
vérifiée) ;

soit il y a au moins un a tel que f(a)=#0 et dans ce cas on peut simplifier par f(a) et 'on a alors f(0)=1.

On ne peut donc pas conclure quant a la valeur de f(0).

b est juste. En effet, soit x € R, posons a= b:g alors f(z)= f(a)? et ceci est donc positif puisque
c’est un carré.

c est fausse, car pour tous a,z € R, on a: f(a+z)= f(a)f(x), et si on dérive par rapport a x, on
obtient f'(a+x)= f(a)f'(xz). Il y a donc un " en trop dans ’égalité proposée.

Remarque : un candidat pourrait raisonner ainsi : « La fonction exponentielle f(x)=e" est la solution
de cette équation fonctionnelle f(a+b)= f(a)f(b), et vu qu’alors f= f’le c est vrai». Ce raisonnement
est faux, car imprécis. En effet, les fonctions f(xz) =¢**, a € R autrement dit, les fonctions f(z)=m?,
m >0, sont solutions, aussi, de cette équation fonctionnelle. Et elles, elles ne vérifient pas f= f’.

d est fausse, voir réponse précédente.

si xk, (respectivement xzr,) désigne I’abscisse de K,
(respectivement de L), alors pour toute valeur de @ on a g, —xr, >0
Question demandant un peu de recherche.

C) Réponse b :

Figure 6.1. a gauche, a >0 et, a droite, a <0.

a —a
Un petit calcul : Ia<a; %).
a —a
Déja, ce qui est important, c’est que pour toute valeur non nulle de a, on a % > 1.
C’est la proposition ¢ (qui est donc fausse) qui nous met la puce a l'oreille pour chercher cela.
Explication :
e’+e™ @

soit on le sait par culture générale (c’est le cosinus hyperbolique 5 =cha);
soit on remarque, en dérivant, que le tableau de variations de z +— # est :
T —oco 0 +Hoo
e

avec un minimum absolu égal & 1.

Par conséquent, K, et L, ont une ordonnée strictement supérieure a 1, et donc zx, >z, c’est donc
la réponse b. Regardons les autres réponses :

a est fausse, car K, et L, ont la méme ordonnée, mais pas la méme abscisse (sauf pour a=0).

c est fausse, car yy, > 1.

d est fausse, ce n’est vrai que pour a =0 (une seule valeur donc).
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D) Réponse d : | si g'=galorsg=0

a est fausse, car f n’a pas forcément de limite en —oo. Prenons par exemple f(z)=2+sin(x), alors pour
tout z €R on a f(x)>1 donc, vu que pour tout <0, e*< 1, on a bien, pour tout z <0, f(z) —e*>0:
les hypotheéses sont vérifiées.

Mais f n’admet par de limite en —oo.

b est fausse, il suffit de prendre le contre exemple précédent ou de prendre f(z) =122 et I =]—oc0; —1].
c est fausse, car dans ce cas g(z)=C®*°=1 ne peut donc s’annuler en aucun k € R.

d est juste, car g’ =g implique (pour tout x réel) g(x) = Ae” avec un certain A € R.

Vu qu’il existe k € R tel que g(k) =0 on a alors A=0 (car une exponentielle ne s’annule jamais) d’ou
g=0.

E) Réponse a : | I'aire maximale atteinte A(z) vaut \/2
e

Ny

Py Qz
x N, BN
z | N,
Figure 6.2.

Laire vaut A(x) =M,N, x M,P,=2|z|x e~
Pour >0 on a A'(z) = 2x(—2x)e " 42~ % = 4(% — ;vQ)e_’f2.
Les variations de A en fonction de x > 0 sont donc :

z |0 V2/2 4o

A'(z) + 0 -
A / hY
1
Ona A(0)=0= lim A(z) et le maximum vaut A(?) =v2xe 2= \/g.
Tr— 400

. . . . 2
a est donc juste, car laire maximale atteinte A(x) vaut \/;.
b est fausse, car h/(z) = —2xe~*".
c est fausse, car la quantité A(z) est minimale pour z =0.

d est fausse, car lim A(z)= lim (2ze~*")=0.
T —+00 T — +o00

QCM alternatifs (de 0 & 4 réponses justes)

A) 3 est juste.

o est fausse : certes en prenant a=b=0 on a f(0)= f(0)?, mais cela implique f(0)=1 ou f(0)=0. Ce
dernier cas, pour information, donne, avec a =z et b=0, la fonction nulle : f(z) =0 pour tout z € R.
3 est juste car pour tout réel x on a d’aprés la relation : f(z)=|f % .

~ est fausse : prenons b=z, dérivons la relation f(a+z)= f(a)f(z),ona: f'(a+z)= f(a)f'(z). I
fallait donc marquer f(a) et non pas f’(a). Contre exemple : a=0 et f(z)=e"".

0 est fausse : f(x) =e** convient aussi pour toute valeur de a.
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8 FAMILLES, ALGO ET RECURRENCES 51

B)

o

«,/3,0 sont justes.
a est juste puisque si f(z) =€ alors f"(z) = f'(z) = f(z) =€

3 est juste car si f(x)=e"% alors f’(z)=—e"% donc f"(z)=e"".

~ est fausse car si f(z)=e® alors f/(z)=—e"xe ™ =—e"" et
f'(x)y=—(z—e")e* " =—(1—e%)e* " =(e*—1)e* " et ceci est négatif pour z <0.
4§ est juste car si f(z)=e® " alors f/(z)=—e " xe® =—e° "Tet

fl(@)=—(e ®—z)e ""*=—(—e"®—1)e* "= (e"®+1)e* "~ toujours positif.

~v est juste.

Déja, les quatre fonctions sont effectivement définies sur R.
« est fausse, car la fonction z+e~¢" a les mémes variations que x — —e® donc décroissante.

/3 est fausse, car lim (—e®) =0 donc, par composition, lim (—e™*")=—1.
T— —00 T ——00

~ est juste, car la fonction x — 14 e® est croissante et a valeurs strictement positives donc son inverse

T est décroissante donc f est croissante. De plus, lim (1+e*)=1donc lim f(z)=1-1=0

1+4e®
. . . 1 .
et, de méme, lim (14 e*)=+o0 donc, par quotient, lim ——=0don lim f(z)=1.
r—+o00 T — 400 1 + e T —+o00
0 est fausse mais c’est plus long & voir.
Tout est bon du coté des limites, car :
. 222 ® . 222 . .
lim %36: lim %: 2 donc, par soustraction, lim f(z)=0;
z——0c0 T+ e¥ z——o00 T T — —00
. 2x2 v . v . .
lim 2;38: lim 3t 3 donc, par soustraction, lim f(z)=1.
z—+o0o0 T+ eT z— 400 €F x—+oo

La monotonie est longue a voir si ’on veut dériver. Une astuce sauve la situation. Elle consiste a

remarquer que le haut de la fraction est presque égal a 3 fois le bas :

222 +3e® 322+ 3e”
332 + ez .’172 + ez

Vu que f(0)=1, f ne peut étre croissante dans ]0; +oo].

dans ]0; +o0], =3. Par conséquent, on a, dans ]0; +oo[, f(z) <3—2=1.

a, (3,0 sont justes.
On a f(x)=xe™% donc f'(z)=(1—2x)e™ 7, et ainsi :

Toy=(l—-a)e *(x —a)+ae "

L’énoncé stipule que pour =0, y € [0, 1], or pour z =0 nous avons :

y = (1—a)e *(0—a)+ae™ @
—(a—a*) e *+ae"®

= a%e %

Posons u(x) =a?e~®. Alors u/(x) = (2a — a?)e~® donc les variations de u sont les suivantes :

T | —00 0 2 400
u B / N
avec u(0) =0 et u(2) zé, or é <1 car 4 <e? ce qui découle de 2 <e.

Ainsi pour toute valeur de a € [0; +oo|, on a bien a?e~% € [0, 1] comme attendu, d’ott v, 3, § justes.
Quand & 7, il faut vérifier a la main : u(—2) = 4e? clairement supérieur a 1.

/

8 Familles, algo et récurrences

A) Réponse c : | toutes les f, sont décroissantes dans |—oo; 0] ‘

a est fausse. En effet, cela saute aux yeux que pour tout n € Z, f,(1) =0e~™=0. Ainsi, toutes
les C, passent par A(1,0).

b est fausse, car fo(z)=(z —1)e* " +e®* "=xe® " donc f;(0)=0e"""=0.

c est juste, car f,(xz)=xe* "™, et ceci est du signe de x puisque l’exponentielle est toujours
positive. Ceci est donc bien négatif dans ]—oo; 0].

1
d est complétement fausse, car f;(1)=1lel™" = et donc aucune Cy, n’admet de tangente
horizontale en a =1.
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52 CORRIGES - EXPONENTIELLE

B) Réponse b : | soit k € R; soit n € N; si f,(k) =0, alors f, admet un extremum en k+ 1 |
a est fausse, car f;(z)=(—z+n+1)e~®. Pour que cela soit positif sur R, il faut et il suffit que
pour tout x € R on ait —z+n+1>0< —x+n+12>0. Or, quelque soit le choix de n, ceci ne
peut évidemment étre vrai pour tout = dans RR.
b est juste. Supposons que f,(k)=0, cela signifie que (kK —n)e % =0 et vu qu'une exponentielle
ne s’annule jamais, cela équivaut & k=n. Il nous faut donc vérifier si oui ou non f;;(n+1)=0. Or,
fiin+1l)=(—n—-14+n+1)e *=0.
c est fausse, car f(z)=(x—n—1)e "+ (—1)e *=(x —n —2)e~7, il est impossible que cela soit
positif pour tout = dans R. C’est le méme principe que pour la proposition a.

d est fausse, car fro11(1)— f()=1—-n—1)e 1 —(1—-1)e 1= — " qui tend vers —oo lorsque
n —> 400. ¢
C)Réponse d : [IV. y«<yx (1+2p) et z<x+p]
La fonction f(z)=e%® vérifie f'(z) =2e**=2f(x). Ici, f(x) est représentée par y. Entre x et
Z + p on assimile la courbe y= f(x) a sa tangente qui a pour pente f'(x)=2f(z)=2y. On passe
donc du point (x,y) au point (x+ p, y+ 2y p).
a est fausse, car x ne varierait pas.
b est fausse, car ceci construit la courbe de x+ 2.
c est fausse, car ceci construit la droite d’équation y=2x+1.

D) Réponse d : ‘ nEToo(Bn —Ap)=—00 |
Analysons la situation :
Dans la colonne A, on a la suite a,, =1, 1™
Dans la colonne B, on a la relation de récurrence absconse B, 1= (1++/B,)%
On calcule les premiers termes pour voir et I'on trouve 1,4,9,16. On se demande alors si B,, =n?
pour tout n. On montre aisément par récurrence que c’est vrai.
VB =1

\/Bn+1:1+ \/Bn

(v/By) est une suite arithmétique de raison 1, d’out /B, =n pour tout n > 1, soit B, =n?.

Remarque : on aurait pu prendre la racine de chaque coté et écrire { ,donc

Derriére la formule apparemment compliquée de Bs se cachait en fait une récurrence élémentaire !

1l s’agit donc maintenant de comparer les deux suites A, =1,1" et B,, =n?2.

an
On sait que, si n — +00, a,, finit par dépasser b,,. Plus précisément, lim e—2 = +o00 pour tout
n—+oo M
a >0 (& savoir). Ici, la formule 1,1" =e™" 11 nous fournit a=In1, 1.
an
Remarque : pour la culture générale il est bon de savoir que lim en—k: ~+o00 pour tous a, k> 0.
n—-+oo

Etudions maintenant les réponses proposées :

a est fausse, car lim (A, — B,)=+o0.
n—+40o00

b est fausse, car par exemple, By > Ay car Bo=4 et Ay =1,21.
¢ est fausse : en effet, vu que 1,1=1+0, 1, chaque A, a une décimale de plus que son
prédécesseur A, _1. Or, B,, est toujours un nombre entier.

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

| Théme 1 : la convexité. I
A) Réponse b : | f'(10) > f'(—=10) ]
En effet, f” étant la dérivée de f’, I’énoncé nous indique que f’ est strictement croissante.
Le a et le ¢ sont évidemment faux, prendre f(z)=e~% ou f(z)=212

B) Réponse c : I la fonction u ne prend que des valeurs positives |

a est fausse : h est positive (en tant que dérivée d’une fonction croissante), mais pas forcément
croissante ; contre exemple h(z) =e~7.

b est fausse : prendre f(z)=22

c est juste et d est fausse car u'(z) = f'(z) — f'(0) = g(z) — g(0) donc u’ est croissante avec u'(0) =0
donc :

—00 + 00

+
/

o|lo|lo

u'(x)

N
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C) Réponse a : | admet en x =a un minimum |
En effet, t'(x) =e® — e® donc t'(a) =0 et t’ négatif avant a et positif apres.
d est fausse car une équation de tangente est une fonction affine.

|Théme 2 : les limites. |

D) Réponse d : | C', posséde les mémes asymptotes verticales et horizontales que C’f|
a est fausse : la valeur interdite de f étant 0, si C'y posséde une asymptote verticale c’est forcément en 0.
b est fausse car lim f(z)= lim f(z)=e=1.

c— 400 Tr— — 00

x

1
c est fausse car g(x) =e= et lim+g(x) =+o00 donc C, posséde 'asymptote verticale z =0.
—0

x
d est juste car h posséde en +o0o, —00,07, 07", les mémes limites que f.

Cy peut avoir une asymptote verticale en x =a
sans que Cy ne posséde d’asymptote verticale en x=a
a est fausse : prendre f(z)=e®.

b est fausse : prendre f(z)=C5*=2.

c est fausse : soit s(x) qui vaut 113 ot sinz >0 et —1 1a ou sinz <0 et soit f(x) =z x s(z) alors
h(z) =22 de limite +0o0 en +o0o0 mais f n’a pas de limite en +oo.

d est juste : prendre f(z)=Inz et a=0 (alors k(x) =z et Ck n’a pas d’asymptote verticale).

E) Réponse d :

F) Réponse c : @

(1) est vraie car g(—z) = f(e™%) et lorsque z — —00, on a e % —+oo et lim f(x)=4o0.
T—r 400

(2) est vraie car k(—z) =ef(=®) et losque & — —o0, f(—z) — 400 donc e/~ — +00 aussi.
(3) est vraie car lorsque z— 01, f(—z) = —oco donc /(=% 0.
(4) est fausse car lorsque — —o0, €®— 0% donc f(e®) — +oo.

(5) peut étre vraie ou fausse mais n’est pas forcément vraie car lorsque £ — 07, e*— 1 et l'on a aucune
information sur limlf(a:).

(6) est vraie carzlo_;sque z—+00, e"*— 0" donc f(e™®) — +o0.

(7) est vraie car f(k(z))= f(e’®) et lorsque z— —o0, f(x) — —oco donc e/®) = 0% donc f(ef ™)) — +o0.
(8) est vraie car lorsque — 0=, f(x) = —oc donc e/®) — 0.

(9) est fausse car lorsque 2 — 0%, f(z) — +oo donc ef(®) — fo0.

(10) est fausse car une exponentielle est toujours positive.

Donc 6 réponses justes.

G) Réponse d : | pour tout réel s >0, il y a un intervalle [a; +oo[ dans lequel 0 < f(z) <s |
f tend vers 0 en +oo par le principe des gendarmes. Donc ’assertion d, qui n’est autre que la définition

de lim f(z)=0, est vraie.
x— +00
a est fausse : par exemple f(0) n’est pas compris entre —0,1 et 0,1.

b est fausse : ce serait la définition de lim f(x)=4o0
T— 400

¢ n’a aucun sens, elle signifierait que tous les f(z) sont inférieurs a n’importe quel s >0 donné, ce qui
n’est vrai que pour la fonction nulle ou une fonction & valeurs négatives.

10 Rédactions d’éléves imaginaires...
A) Réponses :

o V. ]

C’est la définition de la continuité.

ALV [ ]

v [ |

SV ]

Bravo Pascal!
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B) Réponses :

o[ F ]

Absurde, car «In» n’est pas une constante comme le « la» de ax + b, mais une fonction.

DI
WL [F ]

’ i
— Lo 1 -1 . . . . 1 o1
Faux, (F) = xTrjl et en particulier (ﬁ) =3 Quentin a imaginé que la dérivée de ” était o

ce qui est faux.

o[ [ F |

Erreur courante dans les copies : f’(1) n’est pas la dérivée de la fonction constante égale a f(1).

C) Réponses :

o | F |

On ne dérive pas la courbe, mais la fonction que représente cette courbe.

ALV T ]
NVl

Erreur de formulation. Il aurait fallu dire : « La tangente T' a alors pour équation... », cependant la
formule est juste.

oLV [ ]
Effectivement f’(1) =0 donc tangente horizontale en 1. Cependant cela n’implique pas automatique-

ment un extremum pour la fonction (= un sommet pour la courbe). Prendre pour s’en convaincre
f(z)=23 en 0. En fait pour un sommet, il faut (et il suffit) aussi que la dérivée change de signe.

D) Réponses :

o[V ]
[T

Faux, en effet, ce n’est pas f’ mais f qui a un extremum en 2 (d’autre part, la conclusion est un peu
hative, il faut préciser aussi que f’ change de signe).

NV [ ]
oL | F |

Faux, il faut voir aussi les limites. Si y <0, alors y n’a qu'un antécédent par f.

11 Exercices avec graphiques

A) Réponse c :|la tangente en a a pour équation : y==z(1—e?) +e*(a—1)]

B) Réponse d :

a est fausse, car en —oo on a f(x) — = —e” qui tend effectivement vers 0 si © — —oco mais

en +o00, on a beau chercher une asymptote oblique d’équation y =ax + b, on aura toujours
lim [f(z)—(az+b)]= lim [—e"4z —axz —b]=—o0. La courbe n’admet donc qu’une seule

z—+o00 z—+00

asymptote oblique, en —oo.
b est fausse, ne serait-ce qu’a cause de la réponse précédente.
c est juste : f/(x) =1—e” donc la tangente en a a pour équation :

y=1—-e")(z—a)+(a—e*)=y=(1—e"x+ (a —1)e™
d est fausse. Pour s’en convaincre, il faut résoudre en a I’équation 0= (1—e®) x 0+ (a — 1)e®.

On trouve : 0= (a —1)e*< a=1. La seule tangente & Cy passant par O(0;0;0) est la tangente
en a=1.

si u(z) = h(z) — g(x) alors u”(z) = —xe”,
u’(x) est toujours négatif, donc u décroissante sur R
a est fausse, car h(0) =0 donc Cj est la courbe de h.
b est fausse, car g’(z) =2e” — 1 est nul pour 2e* =1 zc=—In2. h'(z)=(1+z)e” nul en z=—1.

Remarque : pour info, —In2 est entre —1 et 0. Deux maniéres de le voir :
e —In2=0,69 (résultat a connaitre, cela peut servir) ;
e —Ine<In2<Inl ce qui donne —1<—-In2<0.
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¢ est fausse : les deux courbes se croisent forcément puisqu’a partir de z =2, il est clair que
h(z)> g(x). Or, pour x=0 on a h(z) < g(x). Le théoréme des valeurs intermédiaires affirme
donc que la fonction écart u(z) =h(z) — g(z), qui est continue, puisqu’elle change de signe entre
la valeur 0 et la veleur 2, doit s’annuler entre 0 et 2.

d est fausse : on a u/(z) =h'(z) — g'(z) = (1 +z)e® — (2¢® — 1) = —e® +ze” + 1 et donc, en dérivant
a nouveau : u”’(z) =—e*+ (x + 1)e* =ze® = h(x).

Ainsi, expression proposée par I’énoncé pour u” est fausse. D’autre part, que ce soit la quantité
ze” ou —ze”, aucune des deux ne garde un signe constant sur R.

C) Réponse d :| a=2,b=—1et c:—ll

55

Déja f(0)=—1<c=—1. Cela n’élimine malheureusement aucune des quatre propositions.
Ensuite, f(1)=0< (a+b+c)e !=0&a+b+c=0, cela élimine b et nous donne a+b=1, ce
qui elimine la réponse a.

Nous avons enfin le signe de f, qui est celui de az?+bx +x :

x —00 a€[—1;0] 1 +o0
az’+br+c + 0 - 0 +

Cela implique déja que a >0, ce qui élimine c.
C’est donc la réponse d.

On peut vérifier que az?+bx +c=0 pour z; = ! = —% et xo=






Chapitre 7
Enoncés - Suites

1 Révisions immeédiates du cours

| (up) est arithmétique de raison r. On suppose que ug=10 et r=5.

Alors :

A) Uy =
al|lb|lc|d
15| 18 | 20 | 100
B) u,=100&n=
a|lb|lc|d
15| 18 | 20 | 100

| (w,) est arithmétique de raison r’. On suppose que wiz =24 et wso=40.

C)r'=

a b c d
40 50[40 24| 40—24

24 12|50 12| 50-—12

| (zn) est arithmétique de raison r”. On suppose que z12=>50 et r”/ = 2.

D) z0= alb c d

0]|50|—100| 26

a|lb|lc|d
15| 18 | 20 | 100

E)z,=62&n=

| (vy) est géométrique de raison g. On suppose que vo=10 et ¢=1,05.

F) V12 =

a b ¢ d
10+12x1,05{10x 12x1,05(|22| 10x 1,052
G)v,=100=n=
a b c d
1
100 \15| In1,05 1,051 In 10
10 In 10 In1,05

2 Premiéres applications

| (vn) est géomeétrique de raison g > 0.

A) Si v19=24 et v14=48, alors g=...

al b c d
48 \ 12— 12
2(v2|In2 <ﬂ>
B) Si v11 =10 et vo; =40, alors g=...
a b| c d
475130 | go1| 40
10 10 4 10 x 10
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C) Si v12=>50 et ¢=0,89, alors vp=...

a b c d
V12 12 —11 50
D) Si v12=50 et ¢=0,89, alors vyp=...
a b ¢ d
50 x ¢% [ vg+20 ¢ | vo x ¢?°°~12| on ne peut pas savoir
. . 2 "
On définit les deux suites (ay,) et (b,) par a, = —gn et b, = %.
E) La suite (ay) est :
a arithmétique de raison 2
. . . 1
b arithmétique de raison 3
(¢ géométrique de raison 2
d ni arithmétique, ni géométrique
F) La suite (by,) est :
a arithmétique de raison e
PR - €
b géométrique de raison 5
c géométrique de raison e
d ni arithmétique, ni géométrique

3 Questions de logique

| Soient k et g deux nombres réels. Pour tout n >0, on pose : u, =k x g™.

A) Alors on peut affirmer que :

a (uy) croissante = k>0
k>0 = (up) croissante
(un) converge vers 0 < 0< g <1
(up) diverge vers +oo < g2 >1

o Nl Ron

. . . . 1
Soit (uy,) une suite vérifiant : « pour tout n € N, il y a un rang p >n tel que |u, — 1| < i3 »

B) On peut affirmer que :

a (un) converge vers 1
b (u,) ne converge pas vers 1
c la suite (&,,) définie par &, =uy —% converge vers 0
d on ne peut rien affirmer de tout cela
C) On peut affirmer que :
a la suite (u,) est bornée
b la suite (u,) n’est pas bornée
. . 1
C la suite (&,,) définie par &, =u, - est bornée
d on ne peut rien affirmer de tout cela

D) Une suite (u,) qui pourrait vérifier I’hypothése de ’énoncé serait :

Uu *1+L

a n— \/ﬁ
b unfnxcos(m)

C unzl_l

n

1

d n=2——

U o~
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4 Questions en tableaux

59

(un,) est une suite arithmétique.

Un

raison

variations

il faut écrire dans la case vide...

A)lup>0| r>0

/{

N

non monotone

on ne peut pas conclure

B) ug <0

r>0

r<0

r=1

on ne peut pas conclure

r>0

ug >0

ug <0

UOZI

Qo (T |Alo|T (v o (T

on ne peut pas conclure

(vp) est une suite géométrique.

Un

raison

variations

il faut écrire dans la case vide...

D) v >0

r>0

/\

N

non monotone

on ne peut pas conclure

E) v9<0

r>1

O<r<i1

r<l

on ne peut pas conclure

F) vo >0

—-1<r<o0

/(

N

non monotone

Qlo(T|e|alo|T vy alo (T

on ne peut pas conclure

5 Questions Vrai/Faux

Soient un:2+E et vn:3+£.

2 3

Alors :

A) (up) et (vy,) sont toutes deux arithmétiques.

B) (vn, —uy) diverge vers +oo.

)
C) <Z—") a une limite finie.
)

>

(vn, — uyn) ne s’annule jamais.

<
O
B
O

<1< <
I |
||| |
I |

On pose u, =2x1,3" et vg, =3 x 1,2™

Alors :

E) (uy) et (v,) sont toutes deux arithmétiques.

F) (vp — up) diverge vers 4o0.

v

G
H

Un

)
)

59

(—”) a une limite finie.

(vn, — uy) ne s’annule jamais.

< <
L
|| =
O

<
O
B
O

<
O
e
O



60 ENONCES - SUITES

On pose u,=24+0,9xn et v,=3 x0,9™.

Alors :
I) (uy) et (vy,) ont des sens de variations contraires (I'une croit, 'autre décroit).

J) Pour tout n € R, on a 2 < u, <v, <3.

< <
L
|| =
O

K) La suite (v,) est divergente.

<l |<
.
|| =
O

L) La suite (ﬂ> converge vers une limite finie £.

Un

Soient (uy) et (vy,) deux suites convergeant vers un réel fini £.
Soit (wy,) une suite vérifiant pour tout n € R : u,, < wy, < vy,

Alors :
M) Forcément (u,) est croissante et (vy) décroissante.

N) (wy) peut diverger vers +co.

<1 <<
O f
| | | =
O | O &

O) La suite = a une limite finie.
wy,

P) Si I’on suppose de plus que (u,,) et (vy,) sont croissantes, alors (w,) est forcément croissant

=]
@

elle aussi.
Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites vérifiant : u, — 0, v, =2,
et, pour tout n € N : u,, <w, < vy

Alors :

Q) (w,) converge vers un réel ¢ vérifiant 0 < c< 2.
v, =24+e" "

R) § wp,=1+e""cos(10n) vérifient les hypothéses.
Up =0

S) Pour tout n € N, on a 0 < w, < 2.

T) 11 existe un ng tel que pour tout n > ng, on a 3+ wy, = vy,.

<|| <
.
| | =
O

Soit (un) une suite qui converge vers un réel £.

Alors :
U) Pour tout n € N on peut écrire £ — % <u, <+ %
V) 1l existe un rang & partir duquel (u, —£)2< %

W) Pour tout intervalle ¢ — i, £+ u[ il existe un rang n € N
tel que pour un certain p >n on ait u, €€ — p, £+ pl.

X) La suite k, = a une limite infinie.

<< 1< <
(I (]
=) | = =
(| | O |

1
Uy — 1

6 Questions ++

U0:2
Upg1=3Up—2 "

A) Soit (uy,) définie par { Soit (vy,) définie par v, =u, — 1. Alors :

a a partir d’'un certain rang, on a u, <1

b lim (v,,) = —00

c pour tout n >0, on a v, =2"

d pour tout n >0, on a u, =1+ 3"
ug = 2 +1

B) Soit (uy) définie par up+3 . Soit (vy,) définie par v, = Un - Alors :
Un+1= Up — 3
Up — 1

a lim (u,,) = +00

b lim (u,,) =0

c lim (u,)=-3

d aucune des trois

6
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UQ=2

C) Soit (u,) définie par du, +3 . Soit (v,) définie par v, = Unt 1 Alors :
Untl=—"H7" Up — 3
Up + 2
a (vp) est géométrique de raison 5
13w,
b Up, = P
c lim u,, = +00
d aucune des trois
Uyg = 10

D) Soit (u,) définie par - :%un+4 .
Soit (vy,) définie par v, =wu, — 8 et soit (S,) définie par S, =ug+ - + Up.

Soit (wy,) une suite quelconque a termes positifs.

Alors :
a si (wo+ - +wy) converge, alors (w,) aussi
b st (wo+ -+ 4+ wy,) diverge, alors (wy,) aussi
c pourtoutn}Oonavn:%
d pourtoutn}OonaSn:8n+4—%

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) La définition de « (uy,) diverge vers +00 » est :

o pour tout k € R il existe ¢ € N tel que pour tout n>q on a u, > K
B pour tout k€ R et pour tout n €N, il existe p>n tel que u, > K
o pour tout k € R il y a un rang a partir duquel u,, > K
1 pour tout k€ R pour tout ¢ € N il existe un n > ¢ tel que u, > K
B) (uy) est une suite croissante si et seulement si :
a pour tout n € N, u2+1 >1
n
B pour tout n €N, up4+1 —uy, =0
~ pour tout n € N, UZH >0
n
0 pour tout n €N, Up41 —up =1

C) La suite up,=nx (—1)":

est croissante

a une limite infinie

on peut dire que pour tout n € N, u,, =n x cos(n)

oo [l

on peut dire que pour tout n € N, u, =n X cos(nm)

8 Sommations, familles de fonctions, tableurs, récurrences, algos

On revient ici au principe « une seule réponse juste ».

61

A) Soit une suite (u,,) vérifiant pour tout entier : u,4+1 = a u, ol a est un nombre réel de signe

inconnu. On appelle P, la propriété « u, >0». Alors :

la propriété P, est héréditaire

si P, est vraie alors P, 44 est vraie

si a >0 alors P, est vraie pour tout n

Qlo|Tw

si (uy) est croissante alors P, est vraie pour tout n
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B) On définit les suites (uy) et (vy,) par u, =3 — Dot v, = 2 Alors :

4 1,57
a U10+U11+"'+U100=MX90
1-1,5%
b = St
V20 + V21 + V22 = V20 X =15
c la suite (S,,) définie par S, =wu1 + ug+ --- + u,, diverge vers —oo
la suite (S;,) définie par S}, =wv; +va+ - + vy, diverge vers +00
o . 1+ (-1
C) On définit la suite (b,) par b, =n+—————. Alors :
a (bn) est strictement croissante
b (by,) est constante
c (bn) est arithmétique
d bo+ b1+ -+ bgg est un nombre pair
. 1 1 1
D) Soit A= 50 % 21 torxm Tt 59 % 30" Alors :
30 1
a A= Z —
i (1+1)
30 1
b A= - -
Z ix(i—1)
=21
c la somme A comporte 9 termes
d A>0.5
E) On définit la suite (uy,) par up=1 et up11= 7 +1u . Dans un tableur, on tape A1=1. La formule
n
a mettre en A2 pour générer la suite en tirant vers le bas est :
a 1/A1+1
b 1/ (Al+n)
c 1/(A$1+1)
d 1/ (A1+1)

9 Réflexion autour de quelques thémes mathématiques

| Théme 1 : les limites. |

A) Soit (u,) strictement décroissante qui tend vers 0. Alors :

a la suite (cos(uy)) est décroissante
. 1
b la suite ( > croit vers +oo
14+ uy,
c la suite (—Inu,) croit vers +oo
T

d la suite (e ”") croit vers +o00
B) Soient deux suites (u,) et (vy,) telles que lim (uy, — v,) =0. Alors :

a (un) et (vyp) convergent vers une limite commune

b Un converge vers 1

Un,
c (un)? — (v,)?—0
d aucune des trois

C) Soient deux suites (uy,) et (vy) dont les valeurs absolues |uy| et |v,| convergent toutes les deux
vers 1. Alors :

a (n)? — (v5,)2 — 0.

b (un) et (vy) convergent chacune, soit vers 1 soit vers —1
c [tin, — vy | = 0.

d aucune des trois
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D) Il est possible de construire :

a une suite (u,) croissante convergeant vers 0 avec ug=1
b une suite monotone qui n’a pas de limite, ni finie, ni infinie
c une suite qui tend vers +o0o mais qui n’est pas croissante
d une suite stationnaire qui diverge

| Théme 2 : les suites bornées. I

E) On peut affirmer que :

a toute suite bornée converge

b il existe des suites majorées qui tendent vers +oco
(¢ il existe des suites majorées qui tendent vers —oo
d toute suite qui a pour limite 400 est croissante

F) Si (uy) est une suite borneée, alors :

a la suite (L> est bornée
Up

b la suite (e%") est bornée

c la suite (uy) est convergente

d la suite (u,) est monotone

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

3

A) Alphonse écrit : « Soit { “nt1= Un

u=ac€R’
a) vu que je peux écrire un1= f(un),
avec f(x) =13 strictement croissante dans R

B) alors je peux conclure que (uy,) croit
v) et comme lim f=+o0
+o00

9) alors (un) diverge vers +o0o. »

B) Baptiste écrit : « Soit u, =n —22. Je peux alors écrire que :

. 1 .
C) Carla écrit : « On suppose que pour tout n € N:u, =v, ——. Je peuz alors écrire
n

D) Pascalito écrit : « On suppose que pour tout n € N:u, =—e~". Je peuz alors écrir

63

a) pour tout n,u, est croissante
B) d’autre part, (u,) est arithmétique de raison —22 ;
) toute suite arithmétique de raison r, diverge vers —oo

0) la suite (uy) est bornée par —22. »

a) 81 vy — +0o alors uy, — +00
B) si v, — —00 alors up — —00
v) St up —vn—0, (uy) est une asymptote pour (vy) en +oo

L 1
0) la dérivée de (un, —vy,) est po »

a) (uy) est croissante donc converge
B) up<2ee <2

v) (uy) est majorée par 0

d) si (vn) est majorée par —2 alors (u, X vy,) est majorée par 0 x —2=0. »

< <i<ii<) (<i<)<|<
| | | ) L
|| || || = | || |
| | | ) |
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11 Exercices avec graphiques

A) Les images suivantes montrent la courbe d’une fonction f.
On définit la suite (uy,) par la donnée de ug € R et, pour tout n >0 : up+1= f(un).
Alors le bon graphique en escaliers est :

a b ¢ d
i f//: aucun
7| 0] Uup

B) On considére la figure suivante, qui présente la droite y =z ainsi que la courbe (& deux

branches) d’une certaine fonction f.
On définit la suite (uy,) par la donnée de ug € R et, pour tout n =0 : upy1= f(un).Alors :

/|
/

a
si ug >0, alors lim u,, = +00

b la fonction f est paire

c si ug >0, alors lim u,, =0

d aucune des trois

C) On consideére la figure suivante, qui présente la droite y =z ainsi que la courbe de la fonction

f définie sur R par f(z)=x —e®.

On définit la suite (uy,) par la donnée de ug € R et, pour tout n =0 : upy1= f(uy).Alors :

si ug > 0, il existe une valeur de n

“ pour laquelle u,, < —e’

b si ug <0, alors u; >0

c la tangente en a a pour équation :
y=xz(l—e*)4+e*(a—1)

d il y a deux valeurs de a, I’'une négative, I’autre positive,

pour lesquelles cette tangente passe par O(0;0)
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Chapitre 8

Corrigés - Suites

1 Révisions immeédiates du cours

A) Réponse a : ulz

B) Réponse b : n:
11 faut écrire le terme général de (uy) qui est u, =10+ 5n puis résoudre 10 +5n=100<5n=90<=n=18.

40—24

é d:r=——

C) Réponse "=t 13
On applique la formule r = M donc ici r = gg : ?;1

D) Réponse d : u():

On applique la formule u,, =ug+n X r d’olt ug=1u13— 12 X r =26.

E) Réponse b : un:

Il y a deux méthodes :
e on peut résoudre ug+n xr=62<26+2n=62 d’out n=18;

e on peut aussi partir de u;o et écrire 62 =504 6 x 2 donc il faut avancer de six termes a partir de ;s
donc c’est us.

On rappelle maintenant que (v,) est une suite géométrique de raison q.

F) Réponse d : v;2=|10 x 1,052

On écrit le terme général de (v,,), & savoir v, =vy X " et donc ici : v12 =20 x 1,052.

In 10
In1,05
Il s’agit de résoudre vy X ¢ =100 < ¢ =10, on applique la fonction In de chaque c6té et cela donne :

In10
In1,05

G) Réponse d : n=

nln ¢=10, donc n=

2 Premiéres applications

A) Réponse b :

Il y a deux méthodes :

1 11
e on applique la formule ¢= <%)p*" donc ici g = <2—i)2 =22 or nous savons que la notation désigne
n

la méme chose que la notation 1/a donc ¢=+/2;

e on remarque que pour passer de vip & vy il faut multiplier par ¢2. Or, pour passer de 24 a 48 il faut
multiplier par 2. Donc ¢?=2, d’oil la réponse b.

B) Réponse c :
Il y a deux méthodes :
1 1 1
o g= Ye \p—n — 40 Vor—m =410, Or on sait que i:0, 1 d’ou le résultat ;
Vn 10 10
e de vy; & vy il faut multiplier par ¢'° et aussi par 4 donc ¢'° =4.
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66 CORRIGES - SUITES

T12
q?

v12
V12 = X ¢'2 donc vy = Pl

12
D) Réponse a :

V90 = v X ¢2°; aucune des réponses ne semble donc convenir. Il faut donc partir de vys.
Deux méthodes alors :

C) Réponse a :

e soit on préfére appliquer des formules et on applique v, = v, X ¢" P d’oil vag = vi2 X ¢5, c’est donc la
réponse a;

e soit on remarque que pour aller de vy =50 & vy il faut multiplier par ¢%, d’oi la aussi la réponse a.

E) Réponse b : | arithmétique de raison %

. 2 1 . . . "
(an) peut s’écrire a, :§+§ X n, on reconnait le terme général d’une suite arithmétique a,=ao+r xn

avec ag=—= et r=—.

3 3

F) Réponse c : | géométrique de raison e |

. 1 L , . PO
(bn) peut s’écrire b, = 3 X €™, on reconnait le terme général d’une suite géométrique b,, = by X q" avec

bozéet g=e.

3 Questions de logique

A) Réponse d : | (u,,) diverge vers +oo < g2>1 |
Cette question est subtile et appelle beaucoup de précision.
Examinons chacun des items un par un :

e aest fausse. En effet, supposons (u,,) croissante : la phrase affirme que forcément, dans ce cas, on aurait
k> 0. Mais cela est faux, comme le prouve le contre exemple u,, =—2 x 0,5™;

e b est fausse : la suite définie par u,, =2 X 0,5™ est décroissante;

e c:cequiest faux ici, c’est I’équivalence. En effet, I'un des deux sens péche : 'implication « (u,) converge

vers 0 = 0< g <1» est fausse. Car (u,) converge aussi vers 0 pour toutes les valeurs de g vérifiant

—-1<g<0;

d : cette implication est donc vraie. Elle est simplement trompeuse & cause du g2.
11 est clair, en vertu des résultats élémentaires sur les suites géométriques, que : « (u,) diverge
vers +00 = g>1». Et vu que g > 1= ¢?>1, I'implication d est vraie.

B) Réponse d : | on ne peut rien affirmer de tout cclal
En effet, a et ¢ sont fausses, il suffit de prendre la suite (1,2,1,2,...).
b est fausse, il suffit de prendre la suite u, = C5*¢=1.

C) Réponse d : | on ne peut rien affirmer de tout cela |
En effet, a et ¢ sont fausses, il suffit de prendre la suite (1, 10, 1,100, 1, 1000, ...).
b est fausse, il suffit de prendre la suite u,, = C5*¢=1.

D) Réponse b : |u,=n x cos(%)

1 1
a est fausse, car pour p>1, on a — > —.

N/

b est juste, car lorsque n est multiple de 8, on a u, =1.
¢ est fausse, a cause de 'inégalité stricte.
d est fausse, il faudrait avoir écrit u,, =1 —

n2
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5 QUESTIONS VRAI/Faux 67
4 Questions en tableau

A) Réponse a : (question de cours)
B) Réponse b : (question de cours)

C) Réponse d : | on ne peut pas conclure |
La donnée de r > 0 ne permet pas de savoir si ug >0 (auquel cas la suite sera croissante) ou si ug <0
(auquel cas la suite sera décroissante).

D) Réponse d : | on ne peut pas conclure |
Cela dépend sir>1ou0<r<1.

E) Réponse a :

Par exemple, vg=—2 et r=2.

F) Réponse c : | non monotone

Quand r <0, la suite est alternée, passant alternativement d’un négatif & un positif.

5 Questions Vrai/Faux

ALV ]

Oui, (uy,) de raison - et (v,) de raison L

2 3
B)L [ F |

n .
En effet, v,, —u, =1— - donc diverge vers —oco.

6
OLV [ |
. Un . n/3 2
En effet, lim — =1lim /- ==
Up, n/2 3
Y
Up—U,=0&51——-=0&n=6.

De fait, u¢=2+3=>5 et vg=3+2=>5 donc ug=ve.

E)l__[F |

Les deux suites sont géométriques.

B[ F |

On factorise par celui dont la raison est la plus grande :
Vp — Up =3 X 1,2 =2 X 1,3":173’1(3(1’2) _2).

1,3

1,2\" ] ,
Le terme (17 3> tend vers 0 car 13

+o00, alors, par produit, v, — u, diverge vers —oo et non pas vers —+00.

oLV |

’ <1, la parenthése tend donc vers —2, et vu que 1, 3" tend vers

on  3x1,2 3 (1,2\"
En effet, W 2x137 2 X (17 ) qui tend vers 0.
Ul — 3
1,3\" 3 In{ 3
En effet, v, —u,=<sv,=u,<2x1,3"=3 x 1,2"<:>(ﬁ) =5 on trouve n =———%— et ceci n’est

1,3
ln( 172)

pas un nombre entier.
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68 CORRIGES - SUITES

DLv ] |
(vn) est décroissante car géométrique de raison ¢=0,9 €0, 1[, tandis que (u,) est croissante car
arithmétique de raison r=0,9> 0.

D1 F |
(un) tend vers +oo et ne peut donc pas étre majorée.
(vn,) tend vers 0 et n’est donc pas étre minorée par 2.

K[ F ]

(vn) tend vers 0.

DLV ] ]

. L . 0,9%xn i . . T N
Vrai car, lim — = lim — =0, car d’'une maniére générale, lim —=0 dés que a > 1.

(% 0,97 z— +o0 Q%
M) [ 2

. 1
Voici un contre exemple : v, =— w, =—, Uy =—.
n n n

N[ F |
D’aprés le théoréme des gendarmes, (w,) tend aussi vers £.
O _[F ]
Sil=0, (%) peut avoir une limite infinie (ou ne pas avoir de limite du tout).

n
Voir le contre exemple précédent.

P)L_[F |

Vp=n—+2
Contre exemple : { w,=n+2x (—1)", on voit que (w,)=(2,—1,4,1,6,3,...) n’est pas croissante.
Up =1 — 2

Pourtant pour tout n on a —1< (—1)"< 1 donc uy, < wy, < Uy,

QL [ F ] s

Contre exemple : ¢ w, =1+ cos(n) .

Up =0
R)LV [ |
Pour les limites, cela est clair vu que e™ — 0.
Pour 'encadrement, on a —1 < cos(10n) <1 et 0<e ™ < 1 (car n >0 puisque c’est un entier), ce qui
implique —1 < e~ "cos(10n) <1 donc 0 < w, < 2.

SSL_[F |

Contre exemple : v, =2, W, = ——, Up = ——.
n

OV ] |
Il faut ici utiliser la définition de la limite : u,, — 0 et v,,— 2 donc il y a un rang ng & partir duquel,

disons, u, > —0,5 et v, <2,5. A partir de ce rang-la, on a donc, w,, étant encadré entre les deux :
Up — Wp < 2,5 —(—0,5) =3, d’ou le résultat.

U F
)L [ F ] 1000

Ce n’est vrai qu’a partir d’un certain rang. Contre exemple : £=0 et u, =——.
n

VIV 1
Car, par définition de la limite, il existe un rang a partir duquel |u, —¢| < 10 Il n’y a plus qu’a élever
au carré.

LI
C’est vrai puisque c’est plus faible que la définition de lim u,, = ¢, qui indique que :
« Pour tout intervalle ¢ — p, £+ u[ il existe un rang n € N tel que quelque soit p>n on ait
Up €0 — p, €+ p[».
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7 QCM ALTERNATIFS (DE O A 4 REPONSES JUSTES) 69

X)[__[F]

Pas forcément, I'idée étant que u,, peut alterner autour de ¢ et donc u,, — ¢ changer de signe.

_1\n
Contre exemple : u, =1+ ( i) qui a pour limite £ =1.
1 n n sinest pair o
= = . o, d ky) ’ 5 de limite.
Ona U, —€  (=1)" { —n sin est impair ’ onc (k) n'a pas de limite

6 Questions +-+

A) Réponse d : | pour tout n>0, on a u, =1+3" ]

a est fausse : le calcul des premiers termes 2,4, 10 donne la puce a l'oreille. L’idée c’est que le réel 1
est un point fixe (f(z) =x) de la fonction f(z)=3x —2, et donc les intervalles [1; +oo[ et | —o0; 1] sont
stables par (u,) dans le sens ot si 'un de ces deux intervalles contient uy, il contient tous les u,,. Cela
se démontre simplement par récurrence. Ici, ug € [1;+o0o[ donc tous les u,, sont dans [1; 4o0].

Ce raisonnement est toujours valable avec les suites arithmético-géométriques.

b est fausse, car v,y 1=upy1 —1=3u, —2—1=3u, —3=3(v,+1) —3=3v, et vo=2—1=1 donc,
d’apreés le cours sur les suites géométriques : lim (v,) = +oo.

c est fausse, car, d’aprés ce qui précéde, le terme général de (v,,) est : v, =3™.

d est juste, car, d’aprés ce qui précede, le terme général de (u,,) est : up,=v,+1=3"+1.

B) Reponse d -

Cet exercice-piége est un exemple flagrant de la nécessité de toujours calculer les premiers termes. En
effet, on trouve ici u, =(2,5,2,5,2...) : la suite est périodique donc n’a pas de limite.

Un+k
Uy — 1

(avec k#—1).

Il est intéressant de savoir que le phénoméne apparait pour toutes les suites u, +1=

C) Réponse a : | (vy,) est géométrique de raison 5 |

Un produit en croix donne u,, = %(1) donc b est fausse. Un long calcul donne ensuite v, 41 =>5v,, ce
o —
qui confirme a et comme vo=—3, on a v, = —3 x 5. En remplacant dans (1) on a limu,, =3 donc ¢

est fausse.

Remarque : le calcul des premiers termes pouvait permettre de conclure au a.
aun+b

Remarque : les suites harmoniques 4,41 =————
cun,+d

n’ont jamais pour limite foo.

D) Réponse a : [si (wo+ - +w,) converge, alors (w,) aussi |

En effet, posons Z,, =wo+ -+ + w,, et supposons que (Z,,) converge vers une limite ¢. Alors (Z, 11— Z,)
converge vers £ —{=0 et un calcul trés simple montre que Z,, 11 — Z,, = wn,.

b est fausse : posons w, =In(n+2) —In(n+ 1) alors, par télescopage, Z, =In(n+1) qui diverge vers

400 et pourtant w, =In nt2
n—+1

) converge vers In(1) =0. Bien sfir, ce contre exemple n’était pas évident

a trouver. L’idée du b est que lorsqu’on somme des quantités de plus en plus petites, le résultat peut
1

3 + -4 l) est systématiquement étudié dans
n

néammoins étre infini. Un contre exemple typique (1 +
le supérieur.

N . . Un
c est fausse, car un calcul semblable a celui mené dans le A) montre que v, 1= 7" et vg=2 donc v, =

o
d est fausse, car on a u, =v, +8=8+ 2% et, par la formule de sommation des suites géométriques on
1—
ald ot = 2T i S, 8t 1) A
2 2n 1— 1 27
2

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) «, ~ sont justes.
En effet, o et « disent la méme chose et c’est exactement la définition de la limite lim u,, = 4oc0.
[ et  sont fausses, il suffit de prendre le contre exemple : v, =1,2,0,3,4,0,5,6,0,7...
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70 CORRIGES - SUITES

B) 3 est juste.

« est fausse : ceci n’est vrai que si la suite est & termes positifs! La suite définie par u,, = _1 est
croissante mais ne vérifie pas cela. "

~ est fausse. Cependant si c’est faux ce ne peut étre que pour une seule valeur de n. En effet, si (u,)
croit, elle ne peut changer de signe qu'une seule fois au maximum.

> 0, pourtant

- . 1
0 est fausse. Contre exemple : U, 41 =u, +—. Cette est croissante car u, 1 — U, =—
n n

Un+1 —Up < 1.

C) 6 est juste.

« est fausse car la suite est alternée : elle passe d’un négatif & un positf, et ainsi de suite.
[ est fausse car de maniére imagée, un terme sur deux tend vers 4+oo et 'autre vers —oo.
~ est fausse et § est juste car cos(nw)=(—1)".

8 Familles, algo et récurrences

A) Réponse b : | si P, est vraie alors P, est vraie
a est fausse si a <0.

b est juste car u,y2=a%u,.

¢ est fausse si ug < 0.

d est fausse, contre exemple : ug=—1et a=0,5.

B) Réponse c : | la suite (S,,) définie par S, =u; + ua + - + u, diverge vers —oo ‘

Remarquer que (u,) est arithmétique de raison r=—1/4 et (v,) géométrique de raison ¢g=1/1,5.
a est fausse, car on somme 91 termes et non pas 90.

b est fausse, car la raison de (v,) est 1/1,5 et non pas 1,5.

c est juste, car u,, — —o0 donc a fortiori S,, — —o0 aussi.

1-1/1,5"
Toi/15

d est fausse, car S;, =v; X or1/1,5"—0 d’ou S, tend vers un réel fini.

C) Réponse d : | bo+ b1+ -+ + bgg est un nombre pair |
Les premiers termes sont (1,1,3,5,5,...), ce qui montre sans autre calcul que a,b,c sont fausses.
d est juste, car pour tout n on a ba, =ba, 11 donc by =by, ..., bgg = bgg.

30
1
D) Ré b:|A= E —_—
) Réponse . ixG=1)
i=21
a et ¢ sont fausses, car A contient 10 termes.

1 1
d est fausse, car le plus grand terme de A est 50 %21 < 100 donc A <10 x 100 =0,4.
On peut aussi remarquer que ﬁ =071 f% donc la suite est télescopique :

1 1 1 1 1 1 1 1
Ao 3t gt 300 5
E) Réponse d :|1/(A1+1)

a est fausse, car cette formule donne la relation w,+1=1/u,+ 1 qui ne correspond pas a 1’énoncé.
b est fausse, car un n dans un tel tableur n’a pas de sens.
¢ n’est juste que pour A2 : en recopiant vers le bas, cette formule donnera toujours la valeur 1/2.
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10 REDACTIONS D’ELEVES IMAGINAIRES... 71

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

|Théme : les limites. |

A) Réponse c : | la suite (—Inw,) croit vers +oo |

a est fausse, car si (u,) décroit vers 0, & partir d’'un moment, (u,) passera dans [0; 7] et donc, & partir
de ce rang-1a, (coswu,) croitra.

b est fausse : cette suite a clairement pour limite 1.

c est juste : déja, I’énoncé assure que u, >0 pour tout n donc In u,, est toujours bien défini. Ensuite,
Uy — 07 = Inu,, — —oo d’ou le résultat.

d est fausse, car ——— — —oo donc son exponentielle tend vers 0.

n
B) Réponse -

a est fausse : il suffit de prendre u, =n et v,=n+1/n ou u, =cosn et v,=cosn+1/n.
1 1

b est fausse : prendre u,, =— et v, = —5-
n n

c est fausse : prendre u,=mn et v,=n+1/n.

C) Réponse a : [ (u,)? — (v,)> = 0]

a est juste, car (u,)? et (v,)? convergent toutes deux vers 1 donc leur différence vers 0.
b est fausse : prendre u,, =v, = (—1)™

¢ est fausse : prendre u, =1 et v, =—1.

D) Réponse c : | une suite qui tend vers +oo mais qui n’est pas croissante |

a est fausse car dans ces conditions on a pour tout n : u, > 1.

b est fausse car si elle est croissante majorée, elle a une limite finie, et si elle est croissante non majorée,
elle a pour limite +00. Méme raisonnement si (u,) est décroissante.

c est juste. Multiples exemples : u, =n+2 x (—1)", u, = (10,9, 20, 19, 30, 29, 40, 39, ...).

d est fausse car « stationnaire » signifie qu'une suite est constante a partir d’un certain rang.

|Thémo : les suites bornées. |

E) Réponse c : | il existe des suites majorées qui tendent vers —oo |

a est fausse : prendre u, =(—1)" ou u, = cosn.

b est fausse : une suite qui tend vers 400 ne peut pas, par définition, étre majorée.
c est juste : toute suite qui tend vers —oo est majorée...

d est fausse : voir question précédente u,, = (10,9, 20, 19, 30, 29, 40, 39, ...).

F) Réponse b : |la suite (e"") est bornée |

1
a est fausse : prendre u, =—.
n

b est juste : si a < u, <b pour tout n alors e* < e"" < eb.

c et d sont fausses : prendre u,, = (—1)".

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Réponses :

o[ v [ ]
AL F |

Ici il faut bien regarder le cours : f croissante =>(u,,) monotone. Donc (u,) peut étre croissante
ou décroissante. (u,) peut aussi converger vers des valeurs ¢ vérifiant f(£) =¢. Pour s’en
convaincre, il suffit de faire le schéma des escaliers avec ug prenant la valeur —2 puis la valeur
—0,5 puis la valeur 0,5, puis la valeur 2.

NV [
DI
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B) Réponses :

ol [ F |

Faux, car Baptiste n’a pas compris la différence entre u,, qui désigne le n-iéme terme de la suite,
et (u,) qui désigne la suite dans son ensemble. La formulation correcte serait a’) « (u,) est
croissante ».

AL T F ]

Faux, car c’est le premier terme qui vaut —22. La raison est 1.

NLvilp o |
LV [ ]

C) Réponses :

gl V.| |

Vrai car pour tout n,u, >wv, — 1; or v, — 400 implique v, — 1 — +o00 d’ot v, — +00.

ALV T ]
WL [ F ]

Faux car une suite asymptote oblique & une autre, cela ne veut pas dire grand chose.

oL [ F ]
Faux, car personne, dans votre cours, n’a défini la dérivée d’une suite. Une telle notion pourrait
étre définie, mais il ne faut pas employer des termes dont on ne connait pas le sens précis.

D) Réponses :

o [ F ]
Effectivement, (u,) est croissante et converge, mais la phrase semble dire que toute suite
croissante converge, ce qui est faux ; contre exemple : u, =e".

L TF |
Les deux inégalités ne peuvent étre équivalentes puisque la seconde est toujours fausse et pas la
premiére. Il aurait fallu inverser le sens de I'inégalité.

nev il
O [ F ]

Faux, car le produit u,, X v, sera positif; il suffit de prendre le contre exemple v, = —2.

11 Exercices avec graphiques

A) Réponse ¢
En effet, pour aller chercher u;, on doit placer ug en abscisse (ce qui élimine la réponse a), puis aller
chercher u; sur la courbe de la fonction (ce qui élimine b). C’est le graphique ¢ qui est le bon.

B) Reponse d :

Figure 8.1.

Si u, >0, alors (u,) commence a décroitre jusqu’a étre négatif, puis « passe de Pautre coté », c’est-a-dire
qu’a ce moment-1a, (u,) commence & croitre jusqu’a « devenir positif », puis « passe de 'autre coté ».
Donc a et ¢ sont fausses.

Quant a b, elle est fausse car le graphique montre plutot la courbe d’une fonction impaire.
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11 EXERCICES AVEC GRAPHIQUES 73

C) Réponse a : |si ug> 0, il existe une valeur de n pour laquelle u,, < —e®’

s

Figure 8.2.

a est juste : en effet, la courbe montre que pour uo>0 on a u; <0 et qu’ensuite (u,) diverge vers —oo.
Le nombre —e®” est juste un grand négatif. Et par définition de lim u, = —co, on peut affirmer qu’a
partir d'un certain rang, u, est inférieur & n’importe quel réel négatif donné.

b est fausse, car si ug >0, tous les u,, sont alors négatifs.

c est fausse, car f/(x) =1—e” et I'équation de la tangente en a est :

y = (1—e*)(z—a)+a—e”
(1—e*)z—a+ae*+a—e”
(1—e®)z+ (a—1)e

L’énoncé a proposé (a+ 1)e® au lieu de (a — 1)e®.
d est fausse, car pour a € R donné, la tangente en a passe par (0,0) si et seulement si :

0=(1-e")x0+(a—1)e* & 0=(a—1)e”

a=1
& ou
e*=0

Or, la condition e®* =0 n’est jamais vérifiée sauf si I’on imagine que a — —oo. Visuellement, cela veut
dire que la tangente en a <0 «s’approche » du point (0,0) sans jamais I’atteindre.
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Chapitre 9

Enoncés - Complexes

1 Révisions immeédiates du cours

A) 3iv/2 peut s’écrire aussi :

B) On pose w=—4 — 3i. Alors le module de w est :

C) On pose a=+/3 — 3i. Alors 'argum

D) L’argument de b=e~3

est :

E) On pose k=5 —2i et f=1—2i. Alors 'un des nombres suivants est imaginaire pur :

a b c d
—V18 |iV18 |iV3 | 6i
a b |c d
V=25 V7|5 25
ent de a est :
a |b c d
_m|m|_ 2x| 2¢m
313 3 3
al b c d
0[{—3|In(b)| 347
a b c d
k—fPle—1fPE—fPP] [k[-]f]?

F) On considére I'équation (E) 22+ 2z +1=0. Alors :

G) Soit f

a (E) n’a pas de solutions dans C
2im
b j=e 3 est une solution de (E)
c (E) a une unique solution dans C
. 1, V3 1 V3
d Y2 et = X2
les solutions de (F) sont 5+ et 5 15
la fonction de € dans C qui a tout z associe f(z) =2z —3i. Alors :
a le nombre u = —3i a pour image lui-méme par f
b léquation f(z)=0 posséde deux solutions dans C
c pour tout z, le conjugué de f(z) est 2z + 3i
d I'antécédent de —2i par f est %
2im
H) On pose j=e 3 . Alors :
a c d
i i2=_1|2=—7|i=(1—4)2 V= (T
J+7 FPEogli=A=0)7 aeli)=(3
_im
I) On pose t =2(1+1i)e 3. Alors :
a b (¢ d
_im
arg(t) = 75 | [t =2 t=1+iV3—-i—+3| t?=8e ©
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J) Soit U le point d’affixe u=2. L’ensemble des points Z d’affixe z telle que |z —2| =2 est :

a le point U

b la droite verticale passant par U

(¢ I’ensemble des deux droites d’équations x =2 et x=—2
d le cercle de centre U et de rayon 2

K) Le module de COS(%) +isin(%) est :

a

1

c d
V3l V2
2 2

| = | T

2 Premiéres applications

im im

A) Soient H et M les points d’affixe respective h=3e8 et m=—3e 8. Alors :

a

H et M sont symétriques par rapport a ’axe horizontal

b

H et M sont symétriques par rapport a ’axe vertical

C

H et M sont symétriques par rapport a 'origine du repére

d

aucune des trois

B) Soient h et m comme dans la question précédente. Alors h+m est :

a

un réel strictement positif

b

un réel strictement négatif

C

un imaginaire pur de la forme ik avec k<0

d

un imaginaire pur de la forme ik avec k>0

C) On pose d=2—2i. Alors d°=

a b c d
im im

(V2)?Te T|512-512i|(v/2)%Ted | —512+512i

D) On pose g=2iv6 —2v/2. Alors arg(g®) =

al|b c d
_m|m|_2m| 27
313 3 3

E) Soient U et V les points d’affixe respective u=2 et v =—2. L’ensemble des points Z d’affixe z
telle que |z — 2| =|z+ 2] est :

I'axe des ordonnées

lensemble {U,V'}

I’ensemble des deux droites d’équations x =2 et x=—2

Qlo|T| e

le cercle de centre U et de rayon 2

2
F) Soit z € C*. L’expression <ﬁ> est aussi égale a :

on
e]

d
(%)2 2 x arg(2)

a

12
z

3 Questions de logique

A) Si |z| =2 alors on peut affirmer que :

im

a z=2e%
b arg(z) =2
c lz—2|=0
d

il existe un # € R tel que z — 2619 =0
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B) On suppose fausse l'affirmation arg(z)

%(mod 2m). Alors on peut affirmer que :

a arg(z) = f%(mod 2m)
b zF1+1
c |z] #1
d 22te2
C) Soit z tel que R(z —2) > 3. Alors :
a S(z)=b<2=5+5i
b R(z)<bez=5+1i
c arg(z) = 2?ﬂ(mod ) & arg(z) = —%(mod 27)
2] <5=S(2)=0

D) Pour tout

complexe z, on appelle racine carrée de z tout complexe y tel que y2=z. Alors :

tout complexe non nul admet deux racines carrées conjuguées

tout complexe non nul admet deux racines carrées opposées

tout complexe non nul admet deux racines carrées
pas forcément conjuguées ni opposées

il y a des complexes non nuls qui admettent aucune ou une seule racine carrée

4 Questions en tableaux

A) L’équation arg(z) :%(mod 27) correspond au lieu :
a b c d
[ J
B) Dans la figure suivante, le segment [BC|] correspond a ’équation :

o[ 1 a arg(z) = %Tﬂ b g <|a1|fg(z) <7

1<|z|<2 1<|z|<2
]y -

AN _ o™
O : : l . arg(z) = 72 d arg(z) = _T

—2-10 V2 < |z| <2v2 V2 <zl <2v2

C) L’équation arg(z —1—1) = %(mod 2m) correspond au lieu :

7
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D) L’équation 22 € [—4, —1] correspond au lieu :

a b (¢ d
— N ‘ —r aucun
. E— . des
\ [T trois
E) Un schéma correspondant & 2% =y peut étre
a b c d
4- 4- 4 4-
2r 2r 2r 2r
0 0 0 0
—4 T T —4 (I 2 -~ —4 T T 4 TR
—4-20 2 4 —4-20 2 4 —4-20 2 4 —4-20 2 4
F) Ce schéma peut correspondre a :
9L @ ?0 la suite ) o
Zn4+1=2Rn — 42n—1 1 n
0_ L 4 a Zo=14+i b la suite ((v2)"e"™/?)
& 5 =2i
—4 - L 1
-4-201 c la suite (e"7/4) d la suite (2") avecz =141

5 Questions Vrai/Faux

On donne A d’affixe a=5—1iv/3 et O le centre du repére.

OAB est équilatéral direct, C est le milieu de [O A], D le point tel que d —c= %(b —a).

Enfin, G est I'intersection des droites (AD) et (BC).

Alors :
A) On a b=23v3 +i.

G est le centre de gravité du triangle O A B.

<<l <l <
| | ]
|| = || =
I | ]

On considére z; de module 2 et d’argument %, ainsi que zo =77 et z3=1+1.

B) D est le milieu de [BO)].
C)
D) (0G) L (AB).
Alors : S (2)?
(2’3) X (21 _
E) —4(22)11 7 4.
F) (Zl) X (22) — _i98
(23)°
G) (2’1 — 23)4 =28 — 16\/5.
H)

est la droite d’équation y=x.

L’ensemble des points Z dont l'affixe z vérifie arg(z) = arg(zs)(mod 2)

<1<l |I<
O g O
= | =
I | O

7
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On considére les points A et B d’affixe respective a=1 et b=2i.
On désigne par :
(E) lensemble des points Z d’affixe z telle que |z —2i|=]|z — 1], et
(F) U'ensemble des points Z (distincts de A et B) d’affixe z telle que arg<z:211> :%(277)

Alors :
I) (E) est un cercle.

J) (F) est un cercle privé de deux points.
K) Le point C d’affixe c= —%—0—% appartient a (E) et a (F').

L) (F) est aussi ’ensemble des points Z dont l'affixe z vérifie : &

1. .
Imaginaire

pur.

| | || =
O O &

< <1< <
O O oo
55
O

On considére les trois fonctions f(z) =2z, g(z)=c 3z et h(z) =z +2+1.
On considére les points A, A’, B, B’,C, D tel que :

f(A)=B et f(A)=B'; g(B)=C; h(B)=D.

Alors :
M) BB'=24A'.
N) OBC est équilatéral direct.
0O) On peut avoir A=D.
P) On peut avoir B=D.

<<l <l <
I |
|| || ||
N |

Soient A d’affixe a =2 et B d’affixe b=-3 —1i.
Soit C P'intersection de la droite (O B) avec la meédiatrice de [O A].
On consideére les deux équations suivantes : (E1) |z]| =]z — 2| et (E») arg(z) = arg

—

W
+

w
+
=

Alors :

Q) L’ensemble des points M dont affixe z verifie (E) est la médiatrice de [O A4].
R) L’ensemble des points M dont l'affixe z vérifie (E2) est le segment |OB|
(segment privé de O et de B).

S) L’affixe du point C' vérifie simultanément (E4) et (E»).
T) Le point C a pour coordonnées <1;% .

<
O
5
O

<1< <
LI )
= | || =
(] .

On considére les points A, B, C' d’affixes respectives :

4= —iv3, b=—2—2iet c=-20

2v2'
Alors :
3

U) OAC est isocéle en O et (071,07}) =0
V) OBC est isocéle en O et (Cﬁ,@) = f%.

W) Le nombre complexe d= a un module inférieur ou égal a 2.

e _ 2

P
X) L’argument de %3 est 373

6 Questions ++

A) On considére, dans C, 'équation (F) 2?2 —2z+1=0:

< 1<< <
(I | A
= ||
O (O o) o

a cette équation posséde deux solutions

b z=ux+iy solution de (F) < 3% = (z —1)?

c| les complexes a=—1—2i et b=a sont les deux uniques solutions de (E)
d (E) posseéde trois solutions
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B) Soit f qui a tout point Z d’affixe z # 1 associe le point Z’ d’affixe 2’ = 2;_+11.
a léquation f(M)= M posséde deux points solutions, d’affixes opposées
b l’ensemble des points Z tels que z’ € R
est I’axe des abscisses éventuellement privé d’un point
. Pensemble des points Z tels que |2'| =2
est un cercle éventuellement privé d’un point
d tout point Z’ posséde un antécédent par f

C) Soit A le point d’affixe a = —i. Soit f 'application qui & tout point Z d’affixe z # a associe le
point Z’ d’affixe Z/:zl—l-i’ Dans tout ’énoncé on suppose que z # 0.

1
!’ __
a onaOZ =17
b on a (ﬁ,OZ’):(OZ7AZ)

si Z' est un point du cercle de centre O (I'origine) et de rayon 1,
alors Z est sur une droite paralléle a ’axe des ordonnées
d | si Z’ est sur 'axe des ordonnées, alors Z est sur le cercle de diamétre [O A]

C

D) On donne z € C* et 2’ le conjugué de lopposé du carré de z. Alors :

a 2=z arg(z) = :l:%(mod 27)

b Z et Z' peuvent étre symétriques par rapport a I’axe des ordonnées
c z et 2’ ne sont jamais conjugués

d z réel ssi 2’ imaginaire pur et vice versa

E) Soit D un point d’affixe d£0 et C le cercle passant par O (lorigine) et de centre D .
Soit Z un point de C. Alors :

a la distance ZO est minorée par un réel strictement supérieur & 0
b I'affixe de Z peut étre égale a celle de D
. il y a une et une seule position de Z

telle que la partie réelle de Z soit égale a la partie réelle de D
d il y a une et une seule position de Z

telle que z=2d

F) Soient A, B, D,U,G d’affixes respectives a=5+2i, b=—1+1i, d=(a’h—ab?)?, u=4—1i, g=
On considére C' un point tel que ABC' soit rectangle en C. Alors :

ST

a d est un imaginaire pur
b l'un des points G, U, D, C' est sur le cercle de diamétre [A B
c g a pour argument —%
d U est le milieu de [DG]

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) Un complexe z vérifie |z| <1 et —m <a <0, ou a désigne un argument de z. Alors z peut étre

égal a : e -~ 5
. sim| g 1
Ll—e7 |g 4 Tj
2e 3
B) Un complexe z vérifie 22 =ik avec k € RT*. Alors z peut étre égal & :
o B ~ 4]
. i 1
1+i|,5 | —k,avec keR T3
C) Un complexe z vérifie Re(z)% + (iIm(z))2=0. Alors forcément :
a 3 ~ o

z=0|arg(z) =" %(mod m) | 2?2 imaginaire pur | |z]| =1
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D) Les points O, T, A, K d’affixes 0,¢, a, k vérifient : OTAK est un carré direct. Alors forcément :

a 3 ~ 1
t=ik|k=it|a=ik|t?=—k?

8 Sommations, familles de fonctions, tableurs, récurrences, algos
On revient ici au principe « une seule réponse juste ».

A) Soit S, =1+ j+ 72+ -+ j™ avec j=e*7/3. Alors :

a S, est nul pour plusieurs valeurs de n
b pour tout n>0on a S,=1—j7t!
: = () (e (1)
2 2 2
d |Sn| — 400 lorsque n — +00
B) On définit la suite (u,) par { u € 9 Alors :
Up+1= (un)*+ 1.
a la propriété |u,|> 2 est héréditaire
b la propriété |u,|>1 est héréditaire
(¢ la propriété |u,| <1 est héréditaire
d la propriété |u,| <2 est héréditaire
C) Soit le tableur suivant :
A| B
1(3[-5
2
On souhaite calculer en B2 la valeur de 3(a?) ot a =3 —5i. On doit alors taper en B2 :
a (A1+B1)~2
b B1°2
c A172-B1~2
d -2xA1%B1
D) On considére I’algorithme suivant :
Algorithme
ILz1etn+0
II. tant que n< 10 :
III. Z4 1,101”/20,2
Iv. n<—n-+1
On consideére le contenu de la variable z lorsque la boucle s’arréte. Alors :
a |z] <1,1
b z est imaginaire pur
(¢ la boucle ne s’arréte jamais
d z est réel

9 Réflexion autour de quelques thémes mathématiques

|Théme 1: Pargument. |

A) Un nombre complexe non nul donné :

a peut posséder plusieurs arguments
b posséde toujours un seul argument
c posséde toujours plusieurs arguments
d peut posséder un seul argument
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B) Si arg(z

~—

(mod ), alors :

T
4

z peut étre égal & 1 —1i
le point Z d’affixe z est forcément sur la droite d’équation y ==

[on N

2 . s
z“ peut avoir pour argument D)

¢]

% est un argument de z

A’, B d’affixe respective a,a’,b. Si arg(a —b) =arg(a’—b) modulo 27, alors :
B, A, A’ sont alignés dans cet ordre
B, A’ A sont alignés dans cet ordre
les demi-droites [AB) et [BA’) sont confondues
A est sur la demi-droite [BA’)

C) Soient

alo|oc|e | | &

D) On se place dans le repére standard (O, @, ¥).
—c

c—b

L’argument de est égal & :

a (BC,CO)
b (BC,0C)
c (CB,CO)
d (@, BC)

E) Une équation d’un demi-cercle de diamétre [A B] éventuellement privé de A ou de B est :

a « 'Z:Z réel négatif »
zZ—a T

b arg( po— S ) = fa(mod 2m)

c arg(z:Z)z—%(modﬂ)

d arg(z) =arg(b—a)

F) Une équation du segment [A B] éventuellement privé de A ou de B est :

a « 2:2 réel négatif »

b arg(%) = fz(mod 2m)
z—a

c arg( P ) fg(mod )

d arg(z) =arg(b—a)

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Karl écrit : « Je veur démontrer une formule trigonométrique. Soient a et b deux réels.
a) J'utilise le théoréeme de Moivre, qui affirme que pour tout
point M du plan compleze on a €™ = cos(M) +isin(M),

i(a+b) — giagib,

<
O
>
O

B) j’écris que e
v) je passe le B) en forme algébrique avec la formule de Moivre :
cos(a+b)+isin(a+b)=(cosa+isina)(cosb+isinb),
0) je développe et je prends la partie réelle, je démontre alors que :
cos(a + b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)».

B) Luke écrit « J'ai a=2, b=—2i, c=—-3+1, d=—1+3i, y=4+1.
Je veux savoir si certains de ces points sont sur des cercles communs.
a) le cercle C passant par A et B a pour centre le milieu de [AB] ;

<l 1< 1<
] | R
=l |
] O | R

<[ <
I
|| =
0| O

B) A, B,Y ne sont pas cocycliques ;

v) D ne peut pas étre sur le cercle de diamétre [BC| car les longueurs DB et
pas égales ;

0) ABCD est un rectangle, donc A, B,C, D sont cocycliques ».

>
Q

<
s
es|
OJ

®
@
)
S
Y

<
O
e
O

oo
NS}
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w

C) Moustacha écrit : « Soit z un nombre compleze.
Je m’intéresse aux propriétés du module de z :
a) le module du conjugué de z est le conjugué du module de z ;

B) le module de z+2 est inférieur ou égal & |z|+2 ;
v) le module de z+2 est égal a |z|+2 ;

<l <|| <
I
|| || =
N

0) le module de 2z est égal a 2|z| ».

<
O
>
O

D) Nikita écrit : « Soit a=2+1. Je veur construire B tel que BOA soit équilatéral indirect.
a) je m’aper¢ois que b=21i conviendrait trés bien mais je vais malgré tout me lancer dans
le calcul ;

B) st (O_A, O_B)):g alors BO A sera équilatéral indirect ;

i
) j’ai le droit d’écrire que e 3 x a= —% — i@)(Z—H) ~1,9-1,2i;
im
8) le calcul b=e 3a donne le point B recherché ». v QO

<l |1<I<
(I |
551 I s | B e | ||
0] I ] | |

11 Exercices avec graphiques

Dans les exercices, on note en minuscule I'affixe de chaque point majuscule, exemple : a I’affixe de A.
A) On considere la figure suivante. O est le centre du repeére et C' le milieu de [A B]. Enfin, les
deux triangles OA A’ et O BB’ sont isocéles et rectangles en O. Alors :

A a b'+ib=0¢et a’'+ia=0
VA
N o) B b c—a=c—b>b
a' —b .
B’ ¢ c =2
d B'A'=20C et (A’B") L(0C)

B) On considére la figure suivante.
B est le milieu de [CA] et (OB) L (CA). O est le centre du repére.
a est imaginaire pur et c est réel. Alors :

a (O_A, O_C") peut étre égal a %
A . a c
b laire de AOC est |— X —
B V2 V2
i c b: (Igc
(0] C
! d |a—c\:§|c|

C) On considére la figure suivante.
Z est un point quelconque du cercle C. On suppose que Z n’est pas sur l'axe des réels. Alors :

a| le point Z’ d’affixe Z peut se trouver sur C
2 -
R — — T
1- b I’angle (ZO,ZA) mesure —
0 c On peut avoir b=0
-1
d | le point Z"” d’affixe —Z peut se trouver sur C
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Chapitre 10

Corrigés - Complexes

1 Révisions immeédiates du cours

A) Réponse b :
3iv2 = v9iv2 =iV/18.

B) Réponse c :
|lw]=]—4-3i|=|4+3i|=v/16+9=5

C) Réponse a : _—ﬂ-

a=+3— 31alorb la| —|\[ 31|—\/3+ =12 =23,
V3 3 1 f
donc a=2v3 =2v3 = - X2 _Q\fe
( V3 2v3 2
D) Réponse a : @
L’argument de b=e~2 est 0 car c’est un réel positif.

E) Réponse b :
On pose k=5—2iet f=1—2i. Alors:
a est fausse, car k — f2=5—2i— (1 —2i)2=5—2i— (1 —4 — 4i) =8+ 2i n’est pas imaginaire pur.
b est juste, car k —|f|?=5—2i — (1 +4) = —2i est un imaginaire pur.
c est fausse car |k — f|?=4]>=16 est un réel.

d est fausse, car |k| —|f|>=v25+4 — (1+4) =+/29 —5 est un réel.

2ir
j=e 3 est une solution de (F)
L’équation (E) 22+ z+1=0 se résout en calculant d’abord A =1—4= -3 <0 d’ou deux solutions
-1-iV3 —1+iV3
z 7 2
La réponse a ne peut pas étre juste car dans C toutes les équations du second degré ont deux solutions

(éventuellement confondues).
¢ est fausse, car cela voudrait dire que A =0.

F) Réponse b :

conjuguées z = donc la réponse d) est fausse.

“l+ivE_ 1 iVE_ 2
2 N 2 ’

C’est donc la réponse b par élimination. Effectivement, 3 e

G) Réponse d :|l'antécédent de —2i par f est %

a est fausse, car f(—3i)=2(-3i) —3i=—6i—3i=-91# -3i.

b est fausse, car f(z) =022z -3i=02= % : une seule solution.

Remarque : une équation de degré 1 de type az+b=0 admet (sauf si a =0) une et une seule solution,
qu’on soit dans C ou dans R.

c est fausse, car le conjugué de f(z) n’est pas 2z + 3i mais 2z — 3i.

d est juste : on résoud f(z):—2i<:>2z—3i:—2i<:>2z:i<:>z:l.

2
H) Réponse a : | j+j2=—1
2im AT 2imw
On pose j=e 3 alors j:—%—ﬁ—i? et j=j2=e 3 =e 3 :—% 3 d’ot1 b est fausse.
c est fausse, car cela équivaut & j=(1—j)? & j=1-2j+j21—j +j =0.

Or, 1 —j+j2=1-iV/3#£0.
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im

I) Réponse d : 2—8c 6

=2(1 Jri)e_ig:2\/§eize_i§:2\ﬁe_iﬁ d’ou |t] =2v/2 et argt= fi% : les réponses a et b sont fausses.

c est fausse, car (en passant en cartésiennes) : t = (2+ 21)(; — 1?) =1+i—iv3+V3.

Vérifions la d : t =2+v/2e 12 donc 2= (2\/5)2e715” =8e¢ 6, c’est bien la bonne réponse.

J) Réponse d : | le cercle de centre U et de rayon 2 |
En effet, |z —2| =2 ZU =2.

K) Réponse c : V3

2
Question piége : on ne peut pas appliquer Moivre. On a :

(5 03| = () () -

2 Premiéres applications

A) Réponse b : | H et M sont symétriques par rapport a l'axe vertical |
i im
Onah=3e8 et m=—3e 8 donc m=—h. Autrement dit, m et h ont la méme partie imaginaire mais
des parties réelles opposées. Ainsi, H et M sont symétriques par rapport a l'axe vertical.

B) Réponse d : I un imaginaire pur de la forme ik avec k>0 |

h+m=06i sin(%), h 4+ m est un imaginaire pur de partie imaginaire strictement positive.

C) Réponse a : (\/5)276*%
Il faut passer en mode exponentiel :

i 9im
d=2-21=22e T donc d9*<2\/§e 4) :(2\/5)96_7:(\/5)276 4 et 9T - _on

4 4
Les réponses b et d sont fausses forcément car (\/5)27 ne saurait étre un nombre entier puisque 27
est impair.
p 27
D) Réponse c : -5
La aussi il faut utiliser la forme exponentielle : |g| = |21\/é — 2\/§| =+/24+8=+/3 :4\/5, on trouve
ensuite arg (g) = 2?7( d’ou arg(g®) = 2% x 5= H)TW = 4% = 72%(2@.

E) Réponse a : | I’axe des ordonnées |
|z —2|=|2+2|< ZU = ZV c’est I'équation de la médiatrice de [UV] c’est donc l'axe vertical.

F) Réponse b :
z

2
11 faut connaitre la relation |z|?=22%. Ainsi (%) =——="_=

Lz
a est fausse, car pour tout z non réel = 1.
z
9 _Z
. z z ZXZ Z
b est juste, car u l ‘2 =—=—
z z z z

2
c est fausse, car( 2] ) ( B ) & (2)?2==2 @( ) =1. Posons Z:; I’équation s’écrit donc
Z%?=1«7Z e {-1;1}. On aurait donc 2:1 ou ;— —1 soit Z=2 ou Z=—2z soit z réel ou z imaginaire pur.
L’expression proposée en ¢ n’est donc pas vraie dans le cas général.

2 2
Enfin, d est fausse car c’est 'argument de (i) qui est égal & 2 X arg(z) et non le nombre (ﬁ)
z

||

lui-méme.
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3 Questions de logique

A) Réponse d : | il existe un @ €R tel que z —2e? =0 |
a et b sont fausses, car une information sur le module ne peut rien présager de 'argument.
c est fausse, car équivalente & z =2, or on peut avoir |z| =2 sans avoir z=2.
d est juste, car elle donne I’équation paramétrique du cercle de centre O et de rayon 2, tandis que |z]| =2
est I’équation cartésienne de ce méme cercle.

B) Réponse b :

a est fausse, car il y a une infinité d’arguments possibles en dehors de g
b est juste, car z=1+1i=>arg(z) :g(mod 2m), donc sa contraposée est vraie.

. 1 T
c est fausse : contre exemple z =1, ou n’importe quel z =e!? avec 6 # T
3im

d est fausse, car on peut prendre z=e 4.

C) Réponse d : [ [2|<5=5(2) =0]
a est fausse, car §(z) =5 et R(z —2) > 3 impliquent seulement z=a+ 5i avec a > 5 et pas forcément a=>5.
b est fausse, car (z) <5 et R(z —2) > 3 impliquent certes R(z) =5 mais aucune contrainte sur I(z).
™

a2 N
¢ est fausse, car aucun argument ne peut étre égal a la fois a % et a —

3
d est juste, car pour tout complexe z on a |z| > |R(z)|, donc |z| <5 et R(z) > 5 impliquent |z| =R(z) =5
donc (2) =0.

D) Réponse b : |tout complexe non nul admet deux racines carrées opposées |

us LT
i— —3i— L. . .
a est fausse, car e 4 et € 4 ont pour carré i et ne sont pas conjugués.
b est juste, car si z=Rel? avec R>0 et si y?>=z avec y=re'® et r >0 alors 7=+/R : une seule valeur

possible pour 7, et (ei*)2=el <20 =0+2kr < a= 5+ km : deux valeurs définies & 7 prés. Ainsi, z

posséde deux racines carrées d’arguments congrus modulo 7, c’est-a-dire deux racines carrées opposées.

4 Questions en tableau

A) Réponse a
L’équation arg(z) = %(mod 2m) correspond en effet a la demi-droite partant de O et d’équation x =y
pour z,y > 0.
b aurait une équation du type x + y= C**® avec x, y > 0.
¢ contient un seul point.
d aurait pour équation |z|=C*%" et 0 < arg(z) < g

ar (z)*?)—ﬂ-
B) Réponse a : glz) = 4
1<]z|<2

En effet, les deux cercles en pointillés ont pour rayons respectifs 1 et 2, et les points B et C' ont pour

argument %Tﬂ- (mod 27).

C) Réponse a
L’équation arg(z —1—1i) = g (mod 27) correspond au lieu a.

D) Réponse c .
4 iZ 4k
L’¢quation 22 € [—4; —1] veut dire 22 =me™+25™ m € [1;4] équivalente & : z = VmeZ ' " me1;4].

Soit, z=m'i ou —m/'i, m’ € [1;2].

E) Réponse a

a est juste : y=—4i et z=2e7"/* donc 22=4e” 1"/ = —4j.
b est fausse : z=—4i donc 22=—16#y=2e"I"/4.

c est fausse : z=—2i donc 22=—4 or y=—4i.

d est fausse : z=—4i donc 22=—16 or y=—2i.
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F) Réponse d :|la suite (2") avec z=1+1

Zn41=2n —22p_1+2i

a est fausse, car la suite ¢ zo=141 donne : zo=21 —22z0+2i=21—2(1+1i)+21=2i—2
21:21

puis, zg =20 — 221+ 21 =21 — 2 —2(2i) + 2i=—2.

b est fausse, car la suite (an = (\/E)nelna) a pour premler terme ag = 1\/7

LT
¢ est fausse, car la suite (emz> avec n € N ne donne que des réels de module 1.
d est juste, car la suite (2") avec n € N* et z=1+1i donne 1+1i,2i,2i — 2, —4, —4 — 4i...
Vu autrement, comme 1+ 1i=+/2e"/%, cette suite montre des points qui tournent de g a chaque

étape, tout en s’éloignant progressivement de O, donnant I'impression d’une sorte de spirale.

5 Questions Vrai/Faux

Note : La formule dite du « grand Z » est en bordure de programme ; on s’en servira souvent ici :

(AB C’D)—argb —arg( —c)(b—a)
4 B
9 - D
0-0O
9 1 |C’ NA

0 2 4 6
Figure 10.1. figure des questions A,B,C,D

AL [ F
Certes, O A% = |5 1\[}2 28 et|3\f—i-1|2 28 aussi.
Toutefois, (OA,OB)—argé—arg 3\["—1 g(3\/§+i)(5+i\/§):arg(14\/§+14i):

5— 1\/3
BLv ] |

Vrai car on a dzib’

OLv [ |

C est le milieu de [OA] par hypothése et d’autre part d —c= f(b —a) nous montre, puisque ¢= g, que

SIE

tout simplement d— 3 donc D est le milieu de [OB]. Ainsi, G est l'intersection des médianes de OAB

donc le centre de gravité de ce triangle.

D)LV [ |
G étant le centre de gravité de O A B (voir question précédente), on en déduit que (OG) est la troisiéme
médiane de O A B, or dans un triangle équilatéral, les médianes sont aussi hauteurs.

Remarque : un calcul simple donne : b*e 3 ( +1i f)( fle) 4+ 2i/3.

Figure 10.2. figure des questions E,F,G,H
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EYfv] |
21=2e3 et zo=7Z7=2¢ 3etz3=1+i=+2e 1.
iT\8 iT\9
<\/§e4> ><(2e3) (\/5)8><(2)9 94 99

EFEANS = (21 = o1 =22=
(27)

~

( 261%)6 2
G v ] | -
Il faut passer en forme cartésienne : z; = 23 =1 +iv3 et 23=1+1 donc :
(z1—25)t = (14+iV3-1-i)'=(i(V3-1))*=(V3-1)*'=(3+1-2V3)?
(4—-2V3)*=22(2—V3)*=4(4+3-4V3)=28-16V3

d’ou : (21— 2z3)* =28 — 16/3.

m_[F |
L’ensemble des points Z dont l'affixe z vérifie arg(z) = arg(z3)(mod 27) est la demi-droite d’équation
arg(z) = g (mod 2).

Figure 10.3. figure des questions I,J,K,L

DL [ F |

Faux, c’est la médiatrice de [AB].
NI )

Faux car (F') est un demi-cercle. Pour le cercle il aurait fallu avoir 3 (mod 7).
KLV [ ]

1 i 3 i 3V, (1)
.AC—[C—LL]—‘—§+§—1’—’_§+§— (5) +(§)
et BC=|c—b|= —l—Fi—Zi——l—ﬁ— 3 2-l- 1 2doncCe(E)
a 22 2 2 2 2 '

AU NP WA |
. arg(ci2l>:arg 2 2 =arg 2 2 :arg< 71731):arg(i):z.
1 \71+171) kiﬁ 1) —3+i 3
2 2 2 2

Donc, le point C appartient également a (F).
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90 CoRRIGES - COMPLEXES

D[ F ]

™

Faux, car alors I’énoncé aurait indiqué arg( 2:21) :§(mod ) au lieu de arg( sz 21) = E(mod 27).

1 -1 2

D.
B
1

012345678

Figure 10.4. Exemple de figure pour les questions M,N,O,P

MV ] ]
On nous demande si [b' —b|=2|a’ —a|. Or, |0/ —b|=2a’—2a|=2|a’ — a| donc la réponse est oui.
En fait, (AA’) est la droite des milieux du triangle OBB’.

NIV ]

Vrai car OB =|b| =|c¢| =O0C d’une part, et 'angle (O?, @) :arg% =arge™/3= %

oLv ] |
Vrai car on a b=2a et d=b+ 2+ 1 donc la question revient & demander si ’on peut avoir a=2a+2+1
ce qui se simplifie en —a=2+1<a=—2—1i: pour cette valeur-1a, on a bien A= D.

P)L_ | F |

On veut b+ 2+1i=10, ce qui constitue clairement une équation sans solution.

Figure 10.5. figure des questions Q,R,S,T.

Q[ VI ]

Vrai car (E7) s'écrit |z| =z —2| < OM =0A.

R)L [ F | I
Faux car I’équation de (F3) s’écrit arg(z —0) =arg(z —b) ce qui signifie que OZ et BZ sont colinéaires
et de méme sens, donc la réponse est la droite (O B) privée de 0, de B, et du segment [O B] (en pointillés
sur la figure 5).

SILvV_ ]
Vrai car C (qui par définition est sur (O B) et sur la médiatrice de [O A]) est bien en dehors du segment
[O B] puisque zc=1>0.
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LV ] ]

En effet, I’équation de (O B) est y:z et I'abscisse de C' est 1 donc son ordonnée est l

3 3

-3 -2-10 1 2 3
Figure 10.6. figure des questions U,V,W,X.

OV ] ]

ab
2v2 3i 3i
b a_2_21_a_1_1_a(—\/§ —i\/i>—ae4, ainsi (071,0‘('7)25267 1

cC=

peut aussi s’écrire :

TR T TR V2 a
iLv [ ]

ab L
c= peut aussi s’écrire c=b

22
WL v ] |

En effet, |%| et ol sont les affixes de deux points du cercle trigo (points A’ et B’), dont une corde ne

saurait mesurer plus qu’'un diamétre soit 2.

X[ TF ]

L’argument de — X = est le double de celui de ab.

im

:beiig, ainsi (O‘B),O‘C") 22267 6.

a :b\/é—i\/izb\/ﬁ—i
22 2V/2 2

, s 5m\ 13w . a_b 137 g T
L’argument de ab est ( E) + (T) =13 donc celui de = X 3 est 5 C est-a-dire 3

T T
D’un autre coté, — — —=——.
32 6

L’argument de % X % n’est donc pas égal a %fg mais en est 'opposé.

6 Questions ++

A) Réponse d : [ (E) possede trois solutions |
a est fausse, car cette équation n’est pas une équation polynomiale de dégré 2 vu qu’il y a un z.
b est fausse. En effet :

z solution de (E) & (i+iy)?—2(zx —iy)+1=0& {

xg—y2—2x+1=0® (x—1)2—y2=0
2zy+2y=0 y(zx+1)=0 ’
il manquait la seconde ligne.

vste wad TT1=y r—1=—y
CebYstemeaboutlta{y($+1)200u{y(x+1):0.

On trouve, en considérant les deux facteurs du bas :
e y=0et donc z=1: le nombre complexe z=1;
o z+1=0&x=—1 et soit y=—2 soit y=2.

Ainsi, S={1;—-1—2i; —142i} : réponse d.
¢ est fausse, car ce ne sont pas les deux uniques solutions puisque 'on trouvait aussi z=1.
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I’ensemble des points Z tels que z’ € R est
l’axe des abscisses, éventuellement privé d’un point

22+11:z<:>2z+1:z2—z<:>z2—3z—1:0.

B) Réponse b :

a est fausse : on résoud z' =z &

On calcule A=944=13 donc les deux points invariants sont deux points d’affixes réelles :

3—v13 3+v13
Z=——F—¢et 2o=——F—.
2 2
Ces deux nombres ne sont pas opposés.

b est juste : Posons a= —% et b=1 alors, en remarquant que 2z + 1 :2<z — (—%)), z'€R s’écrit

aussi 27(27 et donc z’ réel & ZﬁZ réel & (BM’AM):O(mOdW) .

z = Z = ouz=a

Ceci équivaut encore & M = A ou A, M, B alignés. Et la droite (A B) n’est autre que I’axe des abscisses.
L’ensemble des Z tels que z’ € R est donc bien ’axe des abscisses éventuellement privé d’un point.
2241 zZ—a
=2&2
z—l’ z—0

de la médiatrice de [AB] et pas du tout un cercle.

d est fausse : 2 n’a pas d’antécédent car 2’ =2< 2sz—11 =2&2z241=22—-2&1=-2: impossible.

c est fausse car |z'| =2&

=2&|z—a|=|z—bl]< MA=MB : ceci est I’équation

am-+b
d cm+d a
(m= = n’a pas d’image) et un antécédent impossible (m= - n’a pas d’antécédent, penser aux limites

Remarque : il faut savoir que les fonctions m — (avec ¢#0) ont toujours une valeur interdite

en +oo lorsque m est réel).

C) Réponse d : I si Z' est sur I'axe des ordonnées, alors Z est sur le cercle de diameétre [O A] I

z z—0 o0z

- = , donc cela implique, en passant au module : OZ’=—=. Or, bien
z+1i z—a AZ

stir, O Z n’est pas forcément égal a 1.

a est fausse, car z/ =

z—0

0
t '—0)=
——on rouve arg(z’ —0) arg —_.

s’écrit en terme d’angles : (ﬁ, ()7)’) = (ﬁ, 07) soit I'opposé de ce que b propose.

b est fausse. En effet, en passant a 'argument dans 2z’ = G ce qui
c est gx%sse. En effet, que Z’ soit un point du cercle de centre O et de rayon 1, cela se traduit par OZ’'=1
soit A7- 1< 0Z=AZ ce qui veut dire que Z est sur la médiatrice de [O A], or celle-ci est paralléle

a 'axe des abscisses et non pas a l'axe des ordonnées.

Z'=0
d est juste, car s Z’ est sur I’axe des ordonnées, alors { U . .
Z-0 (,07") =7 (mod )
Cela implique : ¢ O , d’ott : Z est sur le cercle de diamétre [AB].

(ﬁ,(ﬁ):g(modw)

D) Réponse b : | Z et Z’ peuvent étre symétriques par rapport a ’axe des ordonnées |

On traduit 'énoncé : z#0 et 2’ = —2% On pose z=re".

a est fausse, car 2’ =z —(2)2=2. Or, si 'on passe en exponentielle, cela donne :
ri=r r=1

—(2)2 =26 —r2e MW =rclf o p2l(-204™) —pelf o { o << et .
0 =m —26(mod 2m) 30 = (mod 27)

T
i —i= 3
trois complexes : {e 3;—1;e 3 }, ce qui ne correspond pas a ce a propose.

La condition 30 = (mod 27) entraine, en divisant par 3 : =
LT

(mod 2%) d’ou 2’ =z pour seulement

b est juste, car z et z’ sont symétriques par rapport a l’axe des ordonnées ssi :

o= Fan _p2e—210 _ poi(—0+) oy 126i1(=2047) . oi(—0+m)
rl’=r r=1
Ceci équivaut a ¢ et << et & z=1 donc cette réponse est vraie.
—60+7=m —260 (mod 27) 6 =0 (mod 27)
¢ est fausse, car z et 2’ sont conjugués si et seulement si :
2 __ =1
ré=r r
2=z —r2e 80 = rel(70) o p2ei(2047) — 1 oi(=0) o o <4 et
—0=m — 26 (mod 27) 6 = (mod 2m).
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d est fausse : d’un coté, « z réel» équivaut &  =0mod () ; de 'autre, « z’ imaginaire pur » équivaut a :
w37 5w T
447 47 4|

—29:g(mod7r)@292%(m0d27r)<:>9:§<m0dg><:>0(m0d27r)6{

E) Réponse d : | il y a une et une seule position de Z telle que z :2d|

a est fausse, car on peut avoir ZO =0 c’est-a-dire Z =0.

b est fausse, car car D est le centre du cercle (de rayon non nul) sur lequel se trouve Z.

¢ est fausse, car la verticale passant par D coupe le cercle de centre D en deux points.

d est juste : il s’agit du symétrique de O par rapport & D qui a pour affixe 2d et se trouve sur le cercle C.

F) Réponse b : | I'un des points G,U, D, C est sur le cercle de diamétre [A B| |

Cet exercice est un piége pour s’entrainer & bien lire. La réponse b est évidente car C est sur le cercle

de diamétre [AB] puisque ABC est rectangle en C.

Pour info, voici les calculs des autres :

a:d=(a?—ab?)?=(abla—b))2=((5+21)(=14+1)(5+2i— (=1+1)))2=((=7+3i)(6+1))?
=(—45+11i)2=45%2 — 112 — 22 x 45i : d n’est pas imaginaire pur.

_b+2 (BA2A)(-1+i)  —T+3 n’a pas pour argument I
T —1+i 2 T2 6
d : Si W est le milieu de [DG] alors :
ZTHSL L 452 112 - 22 x 45i 2 2
w= 2 5 :_7+2X4i —2x1l +i(%—11><45) n’est pas égal a 4 —1i.

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) 3 et § sont justes.

« est fausse, car |i| =1 et arg(i) :g.
T T T

t just —<let8=-=—-6-+42m7.

3 es Juse,car7< e - 7—|—7r

3i
7 est fausse, car ‘e 4

=1.

J est juste, car le module est 3 et I'argument vaut _TQTF

B) a et § sont justes.

« est juste, car (1+i)2=2i.
dmy2 o Giw o im

[ est fausse, car (e 8 ) =e 4 =et.

~ est fausse, car (—k)%=k2, réel.

. 1\ 1 i
J est juste, car(l_i) ==

C) 3 et ~ sont justes.

En effet, la condition s’écrit Re(z) = £Im(z).

« est fausse, car certes Re(0) =Im(0) =0, cependant, ce n’est pas la seule possibilité.

3 est juste, car Re(z) =+Im(z) implique z=k(£1 £1).

~ est juste, car 22 = (Re(z) +iIm(z))?>=Re(2)? + (ilm(2))? + 2iRe(z)Im(z) = 2iRe(z)Im(2).
ﬂ——————/

O est fausse, car z =2+ 2i vérifie la condition et n’a pas pour module 1.

D) 3 et J sont justes.

En effet, on a (ﬁ, OT() :g(Qﬂ') donc arg%:g(mod 2m) avec aussi OT =0K & [t| = |k| dou é:i.
Ainsi, « est fausse et 3 est juste.

7 est fausse, car OA=+/2 OK < |a| =+/2 |k|, incompatible avec a =ik.

§ est juste, car t =ik entraine, par passage au carré : t2 = —k2
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8 Familles, algo et récurrences

A) Réponse a : | S, est nul pour plusieurs valeurs de n |

a est juste car 1+ j + j2=0 donc S,, nul dés que le nombre de termes de S,, est multiple de 3.
_ o n+1
%7 qui est nul dés que n+ 1 multiple de 3 car j2=1.
—J

b est fausse : il manque le dénominateur.

on pouvait aussi remarquer que S, =

¢ est fausse, car la partie réelle de <—;+i\g§) n’est pas (—%) .

d est fausse, car contradictoire avec le a.

B) Réponse a : | la propriété

u,| > 2 est héréditaire |

Cet exercice nécessite de prendre des exemples pour ug et de regarder ce qui se passe.

b est fausse : prendre ug=1, 11, on a alors uy =—1,21 +1=—0,21 donc |ug|.

¢ est fausse : prendre ug=0,1 alors u; =1,01.

d est fausse : prendre ug=1,5 ou up=1+1.

a est donc juste par élimination. Pour le lecteur curieux, cela revient & montrer que si r > 2 alors
[1+7ef >2. Or, [1+7re??=(1+rcosf)?+r2sin?40.

Ainsi, il s’agit de montrer que si r > 2, alors 1472+ 27 cos(6) > 4.

Or, cela est vrai en vertu de l'inégalité 1+72+2rcos(0) =1+ r2+2r.

En effet, 1 41724 2r est toujours supérieur a 4 car cela revient a écrire r?+ 2r — 3 >0 et, de fait, ce
trinbme est positif dans |—oo; —3[U]1; +00o[ donc en particulier dans |2; +oo].

C) Réponse d :

En effet, si a=z +iy alors 3(a?) =S(z? -y —2izy)=—2zy.
Le a donne |a|?.

Le b donne (3(a))?

Le ¢ donne R(a?).

D) Réponse b : | z est imaginaire pur |

L’algorithme répéte 10 fois l'instruction « z devient 1,1e zZ».

a est fausse, car dés la deuxiéme itération on a |z| > 1,1 et ensuite |z| ne fait que croitre.

b est juste (et d fausse) car I'algorithme tourne exactement dix fois, et apreés la dixiéme itération on a :

im /20

imy10 )
z= (1, 1e20) =1,10x ei"/2=1,1191.

c est fausse : on répéte 10 fois.

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

|Théme : Pargument. |

A) Réponse c : | posséde toujours plusieurs arguments I

On ne doit jamais dire « ’argument de z » mais « un argument de z ». Car un argument est toujours
un représentant de 'angle (ﬂ, OT)W) ou % dirige l'axe des abscisses et M est le point d’affixe z.
Autrement dit, un argument est toujours défini & 2k7m pres.

B) Réponse b : | le point Z d’affixe z est forcément sur la droite d’équation y=x |

1 faut tout d’abord remarquer que — (mod 7) signifie : g(mod 27) ou —??Tﬁ (mod 27r).
. ™
a est fausse, car arg(l —i) = -1 (mod 2r).

b est juste, car la droite d’équation y=2x contient tous les points d’arguments g (mod 27) et tous les

points d’argument _3r (mod 27) (et O aussi, qui n’a pas d’argument).

4
c est fausse, car argument de 22 est le double de celui de z. On a arg(z) :g-i- km d’apres ’énoncé, et
donc arg(2?) :g—l— 2km en multipliant par 2.
d est fausse, car %r = —% (mod 7).
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C) Réponse d : [ A est sur la demi-droite [BA') |

Il faut bien comprendre que arg(a — b) = arg(a’ — b) signifie que les vecteurs BA et BA” sont de méme
sens, donc les trois points sont alignés soit dans l'ordre B, A, A’ soit dans l'ordre B, A’, A (donc ni a
ni b ne peut étre affirmé tout seul), autrement di les demi-droites [BA) et [BA’) sont confondues (donc
c est fausse).

D) Réponse a : (BT)',CTO))
La formule dite du « grand Z » n’est plus dans les programmes officiels mais demeure incontournable :

a—b — —
C_d:(DC,BA).

arg

Ici, il est demandé arg

C_ — ——
£=(BC,CO).

E) Réponse b : arg( z : Z ) = —g(mod 27)

Se rappeler la propriété bien connue :

si M distinct de A et B, alors : ABM rectangle en M < M sur le demi-cercle de diameétre [AB].

a est fausse, car s’écrit : « BT/[, AM de sens opposés » : c’est donc 1'équation du segment [A B].

b est juste, car s’écrit : (BT\Z, W) = —g(mod 2m).

¢ est fausse, car donnerait leg}rde tout entier.

d est fausse, car signifie que O M colinéaire & A B : ¢’est I’équation de la paralléle & (A B) passant par O.

F) Réponse a : | « 'z:

Z réel négatif »

Toutes les explications sont dans la réponse a 1’exercice précédent.

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Réponses :

9 | F ]

Faux, il faut remplacer « point M » par « complexe m » (mais I'idée est bonne).

ALV [ ]
NV Il ]
LT F ]

Erreur de calcul c’est cos(a+ b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b), Karl a oublié le i2.

B) Réponses :

ol | F |

On peut juste affirmer que le centre de ce cercle est sur la médiatrice de [AB].

L[ F |

De méme que deux points non confondus sont toujours alignés, de méme trois points non alignés sont
toujours cocycliques. Ici, A, B,Y ne sont clairement pas alignés, donc il existe un cercle passant par les trois.

L[ F |

Rien a voir, « D sur le cercle de diamétre [BC]» équivaut juste a « D BC rectangle en D », et pas du

tout & « DBC isocéle en D ».

oLv |l ]

ABCD est effectivement un rectangle : on vérifie rapidement que

(donc ABCD est un

parallélogramme) et ﬁ(fQ; —2)- A*D)(f?); 3) =0 (donc ce parallélogramme est un rectangle).
Et effectivement, les quatre sommets d’un rectangle sont cocycliques (il suffit de prendre pour centre
du cercle le centre du rectangle).

at+c_ b+d
2 2
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C) Réponses :

o[V ]

C’est vrai mais pas trés porteur de sens. En fait, le module du conjugué de z est égal au module de z :
|Z| = |z|. Mais puisque le module est réel et que le conjugué d’un réel est lui-méme, ce que dit Moustacha,
formellement, est juste...

VI

On a toujours |a+b| < |a| + |b| (inégalité triangulaire).

N[ F_

Exemple : prendre z= —2.

olLv [ ]

On a toujours |ab| =|a| x |b].

D) Réponses :

o | F_

Avec ce choix pour B, on aurait : OA= V5= AB mais OB=2.

AL F_

On ne sait pas si OA=0B. De plus, BOA sera direct.
nL_[F

_im 1 V3 1

3 =i ¥2 =

Faux, car e <2 i ) (et non pas 2).

o[ v [ ] o
Vrai, car on aura alors OA=0B et (OA7 OB) =3

Cette correspond a ce qu’on pourrait appeler une rotation d’angle —% autour de 0.

11 Exercices avec graphiques

A) Réponse d : [ B’A’=20Cet (A’B)L(0C) ]

a est fausse : certes, b’=—ib (rotation d’angle fg) donc b’ +ib=0. Mais a’=1ia (rotation d’angle +g)
donc a’ —ia=0.
b est fausse, car il faudrait écrire ¢ —a = —(c — b) correspondant a 1’égalité vectorielle AC=-BC.
Drailleurs, ceci équivaut a c—a=—-c+b&2c=a+bsc= aT—O—b (formule du mileu).

b'=—ib
c est fausse. En effet, Réunissons les trois égalités (rectifiées!) précédentes : { a’'=ia

2c=a+b

On soustrait la ligne 1 a la ligne 2 : a’ — b’ =2ic=2i(c — 0), ce qui ne correspond pas & la réponse c.
d est juste : la relation a’ — b’ =ia +ib=i(a + b) = 2ic montre en effet, en prenant le module puis
Pargument, que B'A’=20C et (A’B’) L (OC).

2i7w
sij=e3 alorscj+a=0
a est fausse, car la droite pointillée, d’apres les hypotheéses, est la médiatrice de [C'A], donc OA=0C.

Comme, par hytpohése, (OA) L (OC), alors, dans le triangle CAO, A=C= %

_lalxle| . 04x0C
T 7

B) Réponse b :

a C
- X —

V2 V2

(formule du milieu).

b est juste, bien que peu naturel, car cela donne
a+c
2

¢ est fausse : il faudrait écrire b=

V2
2

dans le triangle rectangle).

d est fausse : c’est |c|= |a — c| qui serait correct ; cela voudrait dire que oc_ cos<£> (trigonométrie

AC 4

C) Réponse d : [le point Z” d’affixe —Z peut se trouver sur C]

a est fausse : Z’ d’affixe Z ne peus pas se trouver sur C. Ce cercle ne contient jamais a la fois un point et
son symétrique par rapport a (Oz) sauf O, et U d’affixe 2 (car le cercle C et son symétrique par rapport
a (Ox) n’ont que ces deux points-1a comme intersection). Or il est indiqué que z n’est pas réel.

b est fausse car (%, ﬂ) :g puisque [A B] est un diameétre du cercle.

¢ est fausse car b=0 impliquerait B =0 donc Z aurait pour affixe z =2, ce que I’énoncé ne permet pas.
d est juste car Z" est le symétrique de Z par rapport & (Oy) : si Z a pour affixe z=2i, alors son symétri-
-que est lui-méme.
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Chapitre 11

Enoncés - Intégrales

Dans tous les exercices de ce chapitre :

e les courbes considérées sont dans des repéres orthonormés ;

e toutes les aires sont exprimées en unités d’aire.

1 Révisions immeédiates du cours

1
A)/ 2?dz=
0

| |
=

B) Soit n# 1. Soit u définie sur R* par u(z) = % Une primitive de u est U définie par U(z) = :

a b c d
1 1 n—1 1
(e s e e B CE P
n+1 n+1

C) Soit f continue sur R. Alors F définie par F(x) :/ f(t)dt est :
1

la dérivée de f

a
b une primitive de f qui ne s’annule jamais
c la primitive de f qui s’annule en 1
d aucune des trois
D) Soit I l'intégrale entre 0 et % de la fonction f définie par f(z)=1— % +cosx. Alors [ = :

a b c d

1 T w2 T w2 T w2

1§ R I B

78 R T R 37

xr
E) Soit f définie sur R par f(z)=e 2 —1. Alors :
xr
a une primitive de f est k définie par k(z) = —2e 2 —z
b f est une primitive de h définie par h(z)=—0,5e~%5¢ —z
x
c f admet pour primitive g définie par g(z) = —5¢ 2y
x
d une fonction j dont f serait une primitive pourrait étre j(x)=—2 e 2
e
! a b c d
r qe
Ine 1 11— 1 2
e e2| |22,
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0
G) / e 3rdr=
—In2
a b c d
§ 71 _ 922 ,l _ 93 _ ,—3In2
3 3(1 3?) 3(1 29| 1—e
' 2
H) Soit f définie par f(x) :{ Tow u zig . Alors/ fl)dt=
A —4
al|b|c d
—5|14|0| aucune des trois

/4
I) / (cos?z —sin?z) dx =
0

alb|c| d
LK
21212
2 Premiéres applications
. PP ) =3z+3 si 220 ]
A) Soit f definie par f(x) —{ 3 G r<0” Alors :

[ swae= [

b
/Zf(t) dtzﬁf(t) at
d

/_ 33f(t)

dt:/OGf(t)dt /_llf(t)dt:o

—1
B) / zedr=
1

a b c d
2le—1 -1 .
e _E aucune des trois

e e e

T -2
C) Soit f définie par f(r)=e 2 —1. Alors :/ ft)ydt=
0

ENONCES - INTEGRALES

d

—/)Qf(t)dt

- /f 0;0@) dt

aucune des trois

b
0
[ (0
3

D) Soit f définie par f(z): (32 +4) e 2° +4. Alors une expression de la primitive F de f telle

que F(0)=1 est :

3
a F(z)=(-3—4,5z)c 2 +4
3
b F(z)=—(2z+4)e 2
2
c F(x) %(%Jrélx)e 2 +1
d F(z)=-2[(z+2)e~ 152 -2, 5]
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4

La figure suivante montre la courbe C d’une fonction f et l'intégrale J:/ f(z)dx.
-1

Figure 11.1.

E) a étant ’abscisse du point d’intersection entre C et ’axe des abscisses, [’aire grisée est égale a :

a /_alf(x)dx—k/ff(x)dx

b /_alf(x)dx—/;f(x)dx

c —/_alf(x)da:—i—/ff(x)dm

d —/alf(m)d:c—[ff(x)dx

F) La valeur de l'intégrale J est comprise entre :
a b c d
—T7et —5,5|-55et —0,5(—-0,5et0,5| 0,5et 10

4
G) La valeur de l'intégrale K :/ | f(2)| dz est comprise entre :
-1

a b c d
Oet1l|let3|3et9| 9et 12

H) Sur [—1;4], la fonction mr—>/ f(t)dt est :
0

décroissante puis croissante

croissante jusqu’en x =0 puis décroissante puis croissante

monotone

Qo |o|w

aucune des trois

3 Questions de logique

A) Soit f une fonction vérifiant la propriété P :

—x

T 0
P1:<<pourtoutz>0:/ f(t)dt>0 et f(t)dt<0»
0

Alors :
P est équivalente a la propriété P» suivante :
T 0

a « pour toutac<0:/ f(t)dt <0 et ft)dt>0»

0 —x

la propriété P, définie ci-dessus est le contraire de la propriété Py

c P> n’est ni équivalente, ni contraire, & P;
d aucune des trois
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B) Soit f définie et continue sur R et vérifiant la propriété @) suivante :

Q: « pour tout z >0 tel que f(z) >0, on a :/ f@)dt=0»
0

a toute fonction définie et continue sur R vérifie Q

b @ implique que pour tout = <0 tel que f(z) <0 on a / f)de<o
0

c la fonction f définie sur R par f(x)=sinx vérifie cela

0
d | @ implique f(0)=0 puisque pour tout fonction continue f on a / ft)dt=0
0

C) Soit f une fonction vérifiant la propriété R :

R: « pour tout n €% : / ft)dt=0»
0

Alors :
a forcément pour tout n€Z on a : f(n)=0
b il est possible que pour tout n € Z on ait : /nfO’df(t) dt=0
c f doit étre périodique de périoc;)éol
d « f ne vérifie pas R» < pour tout n € Z, /nf(t) dt#0
0

4 Questions en tableaux

A) L’aire grisée sous le demi-cercle D centré en (0, 1) et de rayon 1 vaut :

1_

e

T
a 3—5
4—7
1
¢ / VaZ dz
-1
1
d / (17\/17x2)dx
—1

fl@)=x—1et g(x)=x+sinz vaut :

B) L’aire entre ces deux courbes des fonctions f et

g définies par :

a 3 *%
o ! 4—m
2 : b
: 3' (¢ Vzda
| 3r B
% 2 T
i d / (1—\/1—12)dx
-1
1—e™" si 20
C) Voici la fonction f définie par f(z)= 14 1 i G r<0
Alors I'aire colorée vaut :
a 1 In2+1
e
i b 0
c [z+e 2§ — [~z +In(l—2)]°,
1 1
-1 0 1 d environ 0,1
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D) Parmi les intégrales suivantes, combien sont égales & 17

101

o1 o1 a une seule

I = In(1+z)dx L= dz b deux exactement
0 0 142z
In2 1 c trois exactement
Igz/ e dx I4=/ (3v/x —2x)dz
0 0 d toutes
E) Parmi les intégrales suivantes, combien sont égales a 17
a une seule

deux exactement

0,1 0,1 22
11:/ sin(z) dz IQZ/ (x——) dz b
—0,1 —0,1 2

trois exactement

0,1 9 0,1 e
[:/ (2— )dx I:/ x—z®) dx
° 0,1 vitz ‘ —0,1( ) d

toutes
. a—>b
Indication pour Is : ———— = \/a —+/b.
Va++vb
F) Parmi les intégrales suivantes, combien sont égales a 17
0,1 1 1 a une seule
I :/ zIn(z) dz 122/ -1+ I dz b deux exactement
1 —1 [
2

1 C

trois exactement

1
dx

I = - Ii= 7

’ /—23”7 : /_Qxdx d

toutes

5 Questions Vrai/Faux

°lnx

Pour tout entier n > 1 on pose I, :/ —ndx.
1T

Alors :
A L= %
B) La suite (I,,) est croissante.

C) Pour tout entier n>>2 on a O<In<ﬁ<1— 1 )

en—l

D) Intégrer par parties avec u=Inz et v’ = % donne (n—1)2I,=1—ne

<|| <
0| &
|| =
0| &

1—-n

<l | <
O (o
==
O [

On donne les deux courbes C; et Ca ci-dessous.

L’une de ces courbes représente une fonction f définie et dérivable sur [0; 4o00].
L’autre représente une primitive F' de f sur ce méme intervalle.
L’une des deux tangentes en 0 est verticale, 'autre est horizontale.

1_
Cq

o
—_
[\

Figure 11.2.

Alors :
E) C3 est la courbe qui représente f.
xr

F) Pour tout = >0, F(x) :/ f(t)dt.
1

G) L’aire de gauche est la méme que laire de droite.
H) F est deux fois dérivable et F"/(0) =0.
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Fz) = ﬁ "Fldt et Ga) =2 ﬁ "yt

Soit f continue et & valeurs positives sur [0; +00[. C'y sa courbe. Pour >0, on pose :

Alors :

1) G(0)=G(1).

J) G est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout >0 on a G'(z) = F(z) + = f ().
K) L’aire de la surface délimitée par les droites =0, z =2, y=0,

et la courbe C'y se calcule par %G(Q) —G(0).

L) F est croissante sur [1;+oo[ mais décroissante sur [0; 1].

On pose f(t)=sin(In(¢)) pour tout ¢ >1. Soit Cf la courbe de f. Pour tout z >

Fz) = [ “fya.

—_

)

Alors :

™

M) f(e)=3

N) Pour 1<t <e™, alors f(t) >0.

O) F(e™) représente l'aire de la surface limitée par Cy,
et par les droites t =1, r=¢€", y=0.

P) Quel que soit z>1, F'(z) <1.

<< 1<
] (] -

=}
< 2= 141<
O %DD O
i || =|| =
U . ]

551 eo| I e
]

On pose, pour n € N*, Unz/

T

T T
dx et %:/ dx.
o 1+am o L+am

n

Alors :

Q) La suite U est croissante.

R) La suite U 4+ V est constante.
S) Pour tout n € N*, on a

1

T) La suite U converge vers 1.

6 Questions +-+

A) Soit f une fonction croissante sur [0, 1] et deux fois dérivable.
On suppose de plus que partout sur [0,1] on a f/(x)>0.
Soit n > 1 et soit g, la fonction définie par :

k
.gnz

(z)

e g, constante sur les intervalles

1
2(n+1) =

<V, < .
V;Ln—f—l

pour tout k€ {0;...;n};

1 1
k—5 k+5
n ' n

® g, constante sur les intervalles | 0, L et |n— i; n|.
2n 2n

pour tout k€ {1;..;n—1};

<|| <
]
|| =
)

<
O
s
O

<
O
>
O

Alors :
a gn €st continue
b on ne peut pas affirmer que g, soit croissante
(k=21 k2] .
¢ sur TE’Tz , | — gn est positif
-1 k1] kta
d sur TZ,TQ , | f — gn| est majoré par f TQ - f(ﬁ)
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B) On appelle f la fonction définie sur R par :
max (x,22%) si x€[-1;2]

flx)y=<1 si z<—1
4 si x>2

Pour tout z € R, on pose F(x) :/ f(t)de. Alors :
0

f n’est ni majorée, ni minorée
b les points ot f n’est pas dérivable
sont : x=—1et x=2

%Jrz si z<—1 %+x si z<—1

2 2

% si —1<x<0 % si —1<z<0
c F(z)= % si 0<z<1 d F(z)= g si 0<z<1

3 3
1+62m si 1<z<2 1+629” si 1<2<2
41;7% si x>2 4av7ﬂ si x>2

C) Soit f la fonction sinus et C'y sa courbe représentative. Soit A(w/2;1) et soit F'(m/2;1).
TA
Soit D le domaine du plan correspondant a l'intégrale / f(x) dz et soit D’ le domaine

0
constitué du domaine D auquel on retranche le triangle OAF'.
Alors l'aire U’ de D’ est donnée par :

a Uz/ (sin(x) —2x>dx
0 s
2
b 1T
U=1 7]
[ 27 w/2
c U= cosx—x—
L T o
d aucune des trois

D) Soit f une fonction continue sur R. On suppose qu’il existe un ré:erl T > 0 tel que pour tout
a+

x€R on ait f(z+7T)= f(x). Pour tout réel a on pose g(a) :/ f(t) dt et pour tout réel x
on pose F(x) :/ f(t)dt. Alors :
0

F est dérivable sauf aux points a + kT, k € Z
pour tout réel a, on a g(a)=F(a+T)— F(a)=0
la dérivée de la fonction g est nulle partout
la fonction g ne prend jamais deux fois la méme valeur

Qo |o|w

7 QCM alternatifs (de 0 & 4 réponses justes)

A) Une fonction f dérivable sur R vérifie : pour tout x € lR,/ f(t)dt=10.
0

10
alors pour tout x GIR,/ f)dt==z

0
(3 | alors pour tout x € R, f(0)+ f(10)+ f(z)=0
y alors pour tout x € IR,/ e/ Ddt =2

0

4 alors pour tout z € R, f'(z)=0
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1 1
B) Une fonction f vérifie / ft)dt=0 et / fAt)dt=1.
Alors : - -

«a f(z) =2 convient
8 f(z)=|z| convient

2

T
il suffit que f soit impaire et que / f(z)dx =
0

1
2
1

2

1
0 | il faut que f soit impaire et que / fAx)dr=
0

1
C) On cherche des fonctions f vérifiant / f?(z)=dz =1 (on note en abrégeé f2(x)=[f(z)]?).
0

T 2
a | toute fonction telle que ( f(x)d:x) =1 convient
0
B f(x) =+/2x convient
g flx) :% convient
5 flz)= %\/ 1—2? convient
1
D) Soit la fonction f(z)= oy
a / ft)dt=1n2
—2e
p / @w e2
- -1
’ —
0 / (/f u)du)dtan—C—Fl

8 Sommations, familles de fonctions, tableurs, récurrences, algos

On revient ici au principe « une seule réponse juste ».

1
I,= / x™e?® dg.
0

A) On pose pour tout entier n>1 :

a pour tout n on a 21, +nl,_ =e?
b la suite (I,) est croissante
2 _
c pourtoutnona[n>e21
d aucune des trois
B) On pose pour tout entier n>0 :
/2
I — bln.(2n t) dat
0 sin(t)
71—/2 . o _
a On peut écrire I,, — I,, 1 :/ sin(2n t) .s1n((2n 1t) dt
0 sin(t)
On a la relation Ig — Ig=sin %
b a+b\ . fa—=0D
Indication : on peut utiliser sina — sinb=2 cos 5 sin| —
C IO =
1 1 1
d Li=2(1-=+—-—=
4 ( 375 7)
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C) On pose pour tout n € N :
*(Inz)™ 1
L= [ 222 =Y
, ﬁ g dx et S 2 7

a pour tout nonanl,_1—I,=e
b la suite (I,,) est minorée (par 0) mais pas majorée
c So=0
d pour tout n on a S, =e — © Z'In
D) Soit f une fonction continue sur R.
Algorithme 11.1
La<——pi; I+0; m<a
II. pas«0,001
III. tant que a <pi:
IV.b+1
V. tant que b>0:
VL. b« f(a-+pas) x f(a)
VII. a < a + pas
VIIL. J + f;f(t)dt
IX.si J>0alors I< I+ J sinon I+ I —J
X.m<+a
Cet algorithme permet d’approcher :
a b c d

[ ir@iar| [ s@ae| [" @) < farnyde| [ M f@)0pao

— T

9 Réflexion autour de quelques thémes mathématiques

|Théme 1 : limites et intégrales. |

A) Pour tout  >1 on pose :

2

Fz) = /, " dt et Gla) =

—
£ ar
IR
On appelle P la propriété suivante :
wz 1 LEQ 1
Pleixél/ ?dt<F(x)<e7x2/ ?dt

x

—¢2
la fonction u définie dans ]0; +o0[ par u(t) = eT n’est pas monotone
b pour tout x >0, la propriété P est vraie
c (P), si elle est vraie, implique lim (ﬂ) =400
xr—+00 Inz
d (P), si elle est vraie, implique lim F(z) =0
z—0

B) Soit @ > 0. On s’intéresse, pour tout x > e, aux intégrales :

1 1
Ra(l')—/]i t_adt et Ba(l')—/e mdt

lim Bi(z)=0
r—+00
la limite lim Rq(x) est finie si a>1
xr— 400

on a toujours B, (z) < Ra(x)

il existe des valeurs de a pour lesquelles lim R,(z)=1et lim B,(z)=+00
T — 400 T—+00

Qlo| T | o
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| Théme 2 : la valeur moyenne. |

C) On cherche les valeurs moyennes M et Ms sur U'intervalle [0, 27] des fonctions f et g définies par :

f(z)=sinz et g(z)=sin?x.

1
a =

2m
b pour tout x € R, onasinzx:—COS(Z;)il
C M2:M2

1 [
d Mo=— -d
2 277/) 2

D) Soit f continue sur R et a valeurs positives. Soient a < b et m trois réels.
On considére les points :

A(a,0), B(b,0), A'(a,m), B'(b,m).

Soit A l'aire du rectangle A BB’ A’ et soit A’ I'aire de la surface délimitée par la courbe de f,
I'axe horizontal, et les deux droites (AA’) et (BB’).
On suppose que A=A".

Alors :
1 b
a m:mL f(t) dt
b la valeur moyenne de f sur [a,b] est égale & m(b—a)
__1 ’ 2
c e AU
0 Y OESI0)

b—a

E) Soit un réel R >0 et soit la fonction f définie sur [0; R] par f(z) =V R?—x2. Alors :

a

R
lintégrale / f(x) dx représente l'aire d’un demi-disque de rayon R
0

b

si u désigne une fonction, la dérivée de u/u est gu’ Vu

R
l’intégrale/ z f(x) dz est égale & %[(R2 —2?)VR?—a?|F
0

d

L[ R3
onaﬁ/o xf(x)dxf?

F) Soit f une fonction deux fois dérivable sur [—1, 1] (c’est-a-dire que f”’ existe). On suppose que :

e [/ est strictement croissante sur [—1,1];

. /1f”(t)dt>0;
-1

e la valeur moyenne de f’ sur [—1, 1] est nulle.

Alors on peut affirmer que sur [—1,1] :

f est croissante

f est décroissante

f est croissante puis décroissante

Qlo|lo|e

f est décroissante puis croissante
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10 Rédactions d’éléves imaginaires...

ln8em+3 In8 1
A) Théosophe écrit : « Je veuz calculer I:/ ———dx et J:/ ——dx.
8.z 4 Ino €*+4 n2 €+4
ai T — z =
a) Jat I+ J [M Pkl
B) j’en déduis [+ J=In8 —1ln2=2In2,

In8 x
) de plus, If3J:/ T d dx= [ln(eI+4)]inZ:ln 12—-In6=1In2,
L Jm2 € 7In 2 In 2
0) par un systeme je trouve alors I = 7 et J:T. »

b
B) Uruguay écrit « Je veux connaitre le signe de / f@dte :

a
a) déja, si f(t) >0 entre a et b, alors 'intégrale est positive ;
B) si f(t) prend une seule valeur négative entre a et b,
lintégrale ne peut pas étre positive ;

v) la valeur moyenne d’une fonction entre deux bornes est toujours positive ;

<1< <<
[ A
= | |||
[ A

<<l 1<
(]| ]

10

3

|||
(]|

) cette intégrale est égale a la valeur moyenne de f entre a et b donc elle est positive. »

1
C) Vladimir écrit : « Je veux montrer que [ zdx =5

0
o) Déja la courbe x est positive entre 0 et 1 donc c’est normal que le résultat soit

0sitif,
g) enJ;uite, laire x forme un triangle isorectangle donc je peux calculer avec |
laire vaut 1 >2< 1 :%, ,
v) je peuz aussi dire que la primitive de la droite y=x est la parabole y:%,
0) la fonction %2 prise entre 0 et 1 a une aire de %f 0:%. »

1
D) Watt écrit : «a est un réel et je cherche / axz?dr :
3 0

a) la primitive de 2 est =
2\’
B) donc je peux dire que <a?> =2,
1

ERR!
v) j'en déduis que | ax x?dx= [a?] ,
0

0
) aire sous la fonction ax? entre 0 et 1 vaut donc %. »

11 Exercices avec graphiques

S

<
O
55|
1O

3
&
At
=
3
9]

géo

<||<
0| O

<< 1< <
0| & [
| | = =
0| O O

|| =
|

A) L’une des deux courbes suivantes correspond a la fonction f(z)=+/x et autre a la fonction
g(x)=1—+/x. On s’intéresse a 'aire de chacune des quatre régions que ces deux courbes

délimitent dans le carré OABC :

a le point de croisement
= B a pour abscisse 1/\/5
b la dérivée de u définie par u(x) =z /T
est v définie par v(z) =/x
19 A c deux de ces régions ont pour aire 1/4
d la région de gauche a pour aire 3 /12
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B) Voici la courbe d’une fonction f affine par morceaux.

Pour tout réel z, on pose F(z) :/ f(t)dt. Alors :
0

-2 -1 0 1 2

a F' est paire
b F n’est pas dérivable en 1
et F est décroissante sur [—2, 0]
2
c F(x):1—x+% dans [1,2]
22
d F(x):71+2x77 dans [1, 2]

C) On considére la courbe C de la fonction f définie par f(z)=Inz.
La droite A est la tangente & C en un certain point £ d’abscisse a > e.
A est le projeté orthogonal de E sur l'axe (Ozx), soit A(a,O0).

D, C sont les points de A d’abscisses respectives 1 et 0.

On appelle A1, As, A3 les aires des trois domaines suivants :

e A, laire du domaine délimité par (Oz), (Oy), A (& gauche en gris) ;
o A, laire du domaine délimité par (Oz), (Oy), le segment [BC] et la droite d’équation = =1

(hachuré par des lignes verticales) ;

e Ajlaire du domaine délimité par C, A et la droite d’équation =1 (hachuré par des croisillons).

2
A1+A2=g<l—1+lna>
2\ a

a 1
A3—§+%—lna

Alzgﬂna—l—l)2

I’équation de A est;

T
=2 4111
Y + na

Indication : dériver r+—>rInxr — x.
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Chapitre 12

Corrigés - Intégrales

1 Révisions immeédiates du cours

A) Réponse a: E
1x2dx: m—g 121
0 3o 3

; 1
B) RepOnSe d: W . . .
Soit n# 1. Une primitive de »—> —est x+— W qui peut s’écrire aussi x+— W

Remarque :

e pour n=0 cela donne : « une primitive de z+> 1 est z+> =ux », ce qui marche aussi ;

_
Mz —1

e pour n =1 par contre le terme en (1 — n) s’annule donc la formule donnée ne marche pas. Cela est

logique car on sait qu'une primitive de x— — est x— Inx qui ne peut pas s’érire sous la forme x.
x

C) Réponse c : | la primitive de f qui s’annule en 1 |

2
D) Réponse b : L2
) Rép 1+5 15 .

B g T _ x? . giﬂ 22, . (m\_m
I—/) <l—§+cos(x))d:z:—[aﬁ—z—ksm(m)}o_§—T+s1n(§>_§—1—6+1.

Remarque : pour vérifier que cela est 'aire de la partie de plan délimitée par Cy (la courbe de f),

les axes du repére et la droite z = g, il faudrait s’assurer que la fonction f(z)=1— g—l— cos(x) est positive

entre 0 et —. Cela est vrai car elle décroit (f'(z)= L —sin(x) et f(g) =1 7£> 0 car m>4).

2 2
E) Réponse a : ’ une primitive de f est k définie par k(z)=—2¢ 2 —zx ‘
Alors une primitive de f est F(z)=—2e 2 —x tandis que la dérivée de f est f'(z)= —%eif.

F) Réponse a :

/ d—z:[lnmﬁzl.
Lz

G) Réponse c : —%(1 —23%)

o 1 0 1 1 7
—3z _ —3z (1= 3ln 3 _ 1—
/ e dac—[ 3¢ } = 3( e d) = ( 8) 3

In2 —In2

H) Réponse b :

/ft)dt_/ ft)dt+/ft)dt_[ 2?9 [ w}z—16—2:14.

I) Réponse c :

On reconnait une formule de trigonométrie assez classique.
us
s
1 1

/01(0052(93) —sin*(z))dz = /(;ZCOS(%) d= {%sin(%)} o 2 (smg> 2

0

Remarque : rappel des formules de duplication :

cos(2a) = 2cos?a — 1 = cos?a — sina = 1 — sin? a
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)
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2 Premiéres applications

A) Réponse a : /_Oaf(t)dt:/:\f(tﬂdt

0 6
a est juste, car:/ ft)dt=3x3=9 et/ [ f(t)|dt=09.
-3 0
3 6
b est fausse, car : / F(#)dt=9+4,5=13,5 et 2/ ft)dt=2x4,5=9.
2 ] 3
c est fausse, car : ft)dt=13,5 et / f)dt=6.
-3 0

1
d est fausse, car : / f)dt=3+1,5=4,5.
-1

B) Reponse d :
1 -1

B —z? 7_1 _ —x? 7_1 —x? *17_1 —1_ -1\ __
/1 re Tdr= 2/1 2ze” " dx = 2[e i = 2(e e 1) =0.

Remarque : la fonction z+— ze*" est impaire donc il était prévisible que son intégrale entre 1 et
—1 soit nulle.

0
C) Réponse c : | — [ f(t)dt

—2
072f(t)dt: 7/702f(t)dt en vertu de la formule /abf(t)dt - f/baf(t)dt.

D) Réponse d : | F(z) =—2[(z +2)e 1> — 2, 5] |

On pose comme indiqué v =22 et v=e"" et on trouve : v’ =2z et v/ = —e~*.
1 1 1
I=| 2% ®dex=[-2%"2 1+ | 2ze ®de=—e"'+e+2| ze ?dx.
1
-1 -1 -1
Pour recommencer, on pose u=x et v=e~%, et on trouve : u'=1et v'=—e" 7

: .
I=—e1lte+ 2{[—:1:9*1 L —I—/ e*zdz} =—elte+2{—et—e+[-e?,}
-1

I:—Se_l—e+2(—e_1+e):e—g

Quelques traits de construction utiles :

Figure 12.1.

E) 1l faut prendre 'intégrale sur [a, 4] (aire comptée positivement) et lui soustraire l'intégrale sur [—1, a]
(aire comptée négativement) donc réponse c.
Ensuite, d’aprés les découpages ci-dessus, laire de gauche G est comprise entre 3,5 (deux carreaux et
trois demi-carreaux) et 6 (5 carreaux, un demi-carreau et un fragment de carreau qui est plus petit
qu’une moitié), tandis que l'aire de droite D est comprise entre 0,5 (un demi-carreau) et 3 (deux
carreaux, un demi-carreau, et un fragment de carreau plus petit qu'une moiti¢). Résumons :

3,5<G<6
0,5<D<3"

F)J=D—-G,or - 6<G<-3,5dou —5,5<J<—0,5, ce qui est un peu plus précis que la réponse b.
G) K=D+ G donc 4< K <9 : réponse c.

H) La dérivée de cette fonction est f, négative puis positive donc réponse a.
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3 Questions de logique

A) Réponse c : | P> n’est ni équivalente, ni contraire, & P; |

En effet, la propriété P, peut aussi s’écrire, en posant y =1 :
-y "0
« pour touty>0:/ ft)ydt<o0 et/ f(t)dt>0»,
0 y
ce qui équivaut, en intervertissant les bornes, a :

0 y
« pour tout y >0 : f()dt>0 et/ f()dt<0»,
—y 0

qui semble étre le contraire de P; mais ce n’est pas le cas. Exemple, la fonction f définie par
f(z)=C""*=1 ne vérifie ni P; ni P». Si P, était le contraire de P, toute fonction f vérifierait soit I'une
soit l'autre.

B) Réponse c : l la fonction f définie sur R par f(x)=sinx vérifie cela |

a est fausse : prendre par exemple f(z)=C"*°=—1.
b est fausse : car () ne donne aucune information sur ce qui peut se passer pour z < 0.

c est juste, car / sin(t) dt = [—cos(¢)]§ =1 — cos(z) est toujours positif ou nul.
0

0
d est fausse, car / f(t) dt =0 est toujours vrai méme si f(0)#0.
0

n—+0,5
C) Réponse b : |il est possible que pour tout n € Z on ait : / Ff@®)dt=0
0,5
a est fausse : prendre f(x)=cos(2mz).
b est juste; prendre aussi f(z)=cos(2mx).
cos(2mz) sur0,1]
c est fausse : prendre f(x)=4q 2cos(2mz) sur[l,2].
etc n
c est fausse, car le contraire de R est : «il existe un n € Z tel que / ft)dt=0».
0
4 Questions en tableau
T
A) Réponse d : / (1-vV1-2?)dx
-1 2
Aire du demi-cercle — aire du rectangle _rx P 2=""_2 Cela ne correspond a aucun des deux

. . 2 2
premiers items.

Il faut donc chercher parmi le ¢ et le d. Le c est 'intégrale de la fonction valeur absolue dont le graphe
n’a rien de trés arrondi... Donc par élimination, c’est la réponse d.

Explication mathématique :

Si I(0;1), alors M (x;y) est sur le demi-cercle si IM?=1< 2%+ (y —1)2=1 et cela nous donne :

1+vV1—22
—V1—2?

B) Réponse a :

Pour tout x €R on a x +sin(z) >z — 1 donc laire correspond bien & 'intégrale, pas de probléme de

signes. On doit alors calculer :
3

/i{r(sin(w) +1)da— /j(l)dx —om.

2
Donc c’est la réponse a (en effet, 'intégrale du sinus sur une période est nulle).

le demi-cercle inférieur (le notre) correspond a ’équation du bas.
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C) Réponse a : A:l_ln2+1
e

1
A droite : / (1—e®)dz= [:1:+e*””](1):1+e*171:%
0

0
A gauche :/ (—l—i—i)dx:[—m—ln(l—m)]o,l:—l—i-lnl

1—=2
-1
En faisant droit — gauche, on obtient : A 1 In2+1.
e
Dans le ¢ il y avait une erreur de signes donc il est faux.
Enfin, le d proposait la valeur approchée 0,1 et le candidat n’a pas de calculatrice. Mais il est clair que
le domaine de droite a une aire supérieure a 0,25 (en reliant le point (0;0) au point (1;0,5) on obtient
un triangle rectangle d’aire 0,25 inclus dans ce domaine). Donc cette proposition ne pouvait étre vraie.

D) Réponse d :

Indications :

e la dérivee de z — (1 + z)In(1 + z) est  — In(1 + =) + 1. On en déduit que la dérivée de
z— (14+2)n(l+z)—zest z—In(l1+2);
x

NG =z + % VT = g\/f On en déduit que la dérivée de

e la dérivée de z — z\/T est z— /x +

x»—>§x z est x—+/T.

Calculons maintenant les intégrales :

h=/6711n(1 +a)dr=[(z+1)n(z+1) -2l =eln(e) - (e~ 1) =1.

12:/ =[n(1+x)] ' =lne=1.
01112

13:/ e dr=[e*?=e"?2-1=2-1=1.
0

14:/1(3\/>72a:)d:c=[2xf7x2]5:271:1.

Ainsi, la bonne réponse est d : toutes les intégrales valent 1.

E) Réponse b : [ deux exactement |

e les courbes se ressemblent toutes car on a zoomé autour de 0 et les quatre fonctions vérifient f/(0)=1;
e la gorrection utilise plusieurs fois le principe suivant : si f est impaire alors pour tout z de Dy on a :

f(t)dt =0. Ceci saute aux yeux car par symétrie 'aire de gauche compense aire de droite ;
—x

x
e si f n’est pas impaire, on peut quand méme avoir ponctuellement Ff@)dt=0
—x

1
(exemple / (3x2+ 2z — 1)dx=0) : dans ce cas il faut donc calculer.

-1
Cagclulons les intégrales :

/ sin(x)dz =0 car la fonction sinus est impaire.
J-o0,1

0,1 22 0,1 01/ 2
x—"=— |de= (z)dz+ —— )dx <0, strictement négative.
—0,1 2 —0,1 01\ 2

0,1

’ 2 0,1

2— der=_2x—4v1+z|2;,=0,2—4/1,1+4,/0,9.

/—0,1( v1+x> [ o

Toute la difficulté consiste & prouver sans calculatrice que 0,2 —44/1,1+4+4/0,9 n’est pas nul.

Si ¢’était nul, cela voudrait dire que 0,2=4(,/1,1 —+/0,9). Utilisons 'indication, cela nous donne :
0, 224%@«1, T++/0,9=4 or, c’est tout a fait impossible car /T, 14+/0,9 <4+ 4 =2.

0,1
/ (z — 2%)dx =0 car x— x — x° est impaire.
—0,1

F) Réponse b : [ deux exactement |

0 1
I :/ zln(z)dz = 7/ zln(z)dz >0 car la fonction £ — zln(x) est a valeurs strictement négatives
0

1 1
dans 0, 1. )

D’un autre coté, —1+ =75 T et ceci est strictement positif dans [—1; 1] donc l'intégrale I est
—x
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strictement positive.

d . . . 1 N s
13:/ x—f <0 car, 7 étant impair, la fonction x %? est & valeurs négatives dans [—2; —1] et, comme
—2

les bornes sont rangées dans le bon ordre, I'intégrale est négative. Idem pour Iy.

Questions Vrai/Faux

L= /lnx /QInxxfda:—f[(lnw)Q]?:
1

Remarque :

No| =

il faut bien connaitre les trois dérivées originales suivantes :
Inx

f(z):(lnm)2 alors f'(z ):233 ,
flx) —— alors fl(x)= —1

z(lnx)?’
f(x) :ln(ln(x)) alors f'(x) = et

ne jamais oublier la primitive suivante qui sert souvent : f =wuu’ donne F = FU*

L[ F ] /em

Pour tout z € [1,¢] et tout n €N on a : AT

Conséquence : (I,,) est décroisante.

A%
-- Inx _Ine 1

Pour tout entier n>2 et tou xz € [1, €] onaOSFg—:—.

T
e e e
Donc 0< lnz 1dar:: -1 = 1 1-— 1 .
" (n—1azn-1| n-1 en—1

)

1 1
En intégrant par parties avec u=1Inz et v/ =— on trouve : v'= = et v=

In:/leh;%dx:{(n__ﬁjn_l} / (n—l)n”

Bt S
(n—1)zn— 1

-1
D’ou I,,=
ou (nfl)e"*1+[(nfl)
Soit I,,= —1 — —1 + 1 s —#< T+ 1) d’ou le résultat en
"T(n—1er ! (n—1)2""1 (n—12"""" (n—1)2\e"~
multipliant de part et d’autre par (n —1)2 et en remarquant que — = el—".

Remarque : I'intégration par parties n’est plus au programme de TS, mais un éléve visant la mention

apprendra tout de méme cette formule avec profit :

/ab“("”) v'(z) de = [u(z) x v(x)] - / () o(z) do

a

B TF]

Appelons fo et fr les deux fonctions correspondant aux deux courbes du graphique. Alors on peut dire
que :

dans [0,1], fo(z) <0 tandis que fr décroit. Le contraire a droite de 1. Ainsi fe pourrait étre la dérivée
de fr;

en une certaine valeur ~0, 4, fc cesse de décroitre et commence & croitre. En cette abscisse, fr ne
change pas du tout de signe. Ainsi fr ne pourrait pas étre la dérivée de fc.

Puisqu’on nous dit que 'une des deux fonctions est la dérivée de 'autre, c’est siir alors que fi= fc et
non pas le contraire. Ainsi, fr=F et fo=f.

B[ F]

xT
F est la primitive de f qui s’annule en 0. Ainsi, pour tout x>0, F(x)= [ f(¢)dt.
0
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x
Remarque : on pourrait dire aussi que F(x)= [ f(t)dt vu que F s’annule en x4 (I'abscisse de A).
TA
Voyez-vous pourquoi les deux éCI‘itlle'eS sont possibles et équivalentes ?

On ne peut pas dire que F(x) :/ f(t)dt car F ne s’annule pas en 1.

1
OLv ] |

TA
F(za)—F(0)= 0@/ f(t)dt=0 donc l'aire grisée est la méme que 'aire hachurée.
0

mL_[F |

F"(0) serait égal a f’(0) or f n’est pas dérivable en 0 (tangente verticale).

nLv [ |
G(O):OX/ F(&)dt=0 et G(l):lx/ f(t)dt=o.

7)
G(z) =z x F(z), dérivable comme produit de deux fonctions dérivables sur [0; +o0[.
G'(x)=F(z)+xF'(z) or F'(x)= f(z) par définition.

K[ F ]

f étant positive, I'aire demandée est égale a I'intégrale correspondante sans souci de signe.

2
On doit calculer : / f(t)dt=F(2) — F(0). Or 'expression demandée vaut :
0

S G(2) = G(0) = x 2F(2) - G(0) = F(2) - G(0).

Est-ce que F/(0)=G(0) ? Pas forcément car G(0) est toujours égal a 0, alors que F'(0) n’a aucune raison
d’étre nul. Dans des cas particuliers cela peut marcher par hasard si F/(0) =0, mais dans le cas général
la formule est une fausse formule.

DL _[F ]

F'(z) = f(z) qui est annoncée a valeurs positives, donc F' est croissante sur [0; +o0[.

mv ] |

1<t<e™=Int<In(e™) =7 donc si 1 <t < e™ on prend le sinus d’un réel entre 0 et 7, le résultat est
alors positif.

N[V ]

f est a valeurs postives dans [1;e"].

OV T ]

F'(z)= f(t) et ceci, en tant que sinus d’un nombre réel, est toujours, effectivement, majoré par 1.

P)Lv ] |
Pour tout z €[0,1] on a 2" >n"*1>0donc 1 +2">1+2""1 >0 donc :
1 1

SRS e gy >0. On en déduit que u croit.

Remarque : de méme qu’on note usuellement f une fonction et f(z) 'image de = par cette fonction,
de méme ’enoncé fait la distinction entre u une suite et u,, son n-iéme terme.

Cette notation est logique mais moins habituelle. En général pour noter ’objet « suite » sans parler de
tel ou tel de ses termes en particulier, on met des parenthéses : u,, est le n-iéme terme de la suite (u,,).
Eux, notent u en place et lieu de (uy).

QLV [ ]

1 1 .n 1 n
un—l—vn:/ #da?—l—/ r dx:/ l+z =1. La suite u + v est constante.
o L+ o L+zn o 1+zn

Remarque : on peut dire aussi que la suite est « stationnaire ».
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R)LV ][ ]
Pour tout n € N*, et tout z €[0,1], on a 0 < 2" < 1,

1, .n

donc, 1<1+1’"<2¢>%<1+17<1d0nc . %

1

dmgvngvn:/ z"dx.
0

D’ou le résultat.

SSLV [ ]

De ce qui précéde on a limwv, =0 et du P) on a donc lim u,, = 1.

6 Questions +-+

(L ol ol
A) Réponse d : | sur Q,L , | f — gn| est majoré par f( :;2 —f(k)

Iustration pour n=10 :

]
0 k/n 1

Figure 12.2.

gL
a est fausse, car g, est clairement discontinue en tout point 2

, pour k=1...n.
b est fausse, car au contraire on peut affirmer que g, croissante (mais au sens large bien sir) : en effet,

ks k4

si z <y sont dans deux intervalles | —2; 2 | distincts, alors gn(x) et gn(y) sont respectivement égaux

!
a f<%> et f(%) avec k < k’ donc, par croissance de f, on a g,(x) < gn(y). Si par contre x et y sont

dans le méme intervalle, alors g,(z) = g,(y). La fonction g, est donc croissante au sens large.
1 1

k—g k+g . . ko . k

¢ est fausse, car sur e e f — gn est positif & droite de ., mais négatif a gauche de -

C’est donc, par élimination, la réponse d qui est correcte.

Voici la démonstration :

A k-t N
d est juste. En effet, sur TQ; TQ ,[f — gn] est majoré par f T2 — f<E> a gauche et par
k +% k
fl —= |- f(—) a droite.
n n k+l
k+g AN e
Mais qui des deux, est plus grand ? c’est bien simple, f ~ 2 |- f(ﬁ) = /k f/(t)dt tandis que
k— 1 & k "
I TQ — f(ﬁ) =" . f/(¢)dt et comme f’ est croissante par hypothése, alors f’ est plus grand

k4=
+2
n

sur le demi-intervalle de droite.
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%—I—m siz<—1
2
% si—1<x<0
x .
B) Réponse d : F(x)= 5 si0<z<1
3
1—0—6235 sl<z<?
437—:%1 siz>2

-1 0 1 2
Figure 12.3.

a est fausse, car f est minorée par 0 et majorée par 4.

b est fausse, car incompléte. En effet, les points ot f n’est pas dérivable sont x =—1 et x =2 certes
mais aussi £ =0 et x=1.

Pour départager entre c et d il faut étre stratégique. Il saute aux yeux, en comptant les carreaux, que

-1
F(1) :%. Mangque de chance, les deux le vérifient. Ensuite, F'(—1) :/ z?dr= —% et 1a, plus de doute,
c’est la réponse d. 0
. T 2
C) Réponse a : |U= sin(z) — =z |dx
0 ™

— Y

/2 T

]

Figure 12.4. L’aire D’ (grisée)

L’aire du domaine D vaut U:/Qsin(x) do=[—cosz]Z =1.
0 T
base x hauteur _ 1% 9 7

L’aire du triangl t = =—.
aire du triangle vau 3 1

Donc U=1-". Par conséquent, b est fausse a cause du 2.
Pour voir la bonne solution, il faudrait écrire 'aire du triangle comme une intégrale. Cela demande de
déterminer 1’équation de la droite (O A). C’est trés simple pour un éléve de terminale :

2
(OA).y—;m

Conclusion : U= /”(sin(az) — zx) dx.
0 T

SN

2
Remarque : la proposition ¢ est fausse car il faudrait écrire U = {—cos(m) — %}

D) Réponse c : | la dérivée de la fonction g est nulle partout |
a est fausse, car, f étant continue sur R, F est dérivable sur R et F'= f.
b est fausse, car f est périodique de période T mais cela n’implique pas que F' le soit.
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Exemple : f(x)=sin?(z) est m-périodique, mais toujours strictement positive sauf en k7, k € Z, donc
F sera strictement croissante, donc pas périodique. Donc F(a+T) — F(a) ne sera jamais nul.
c est juste, car g a pour expression g(a) = F(a+T)— F(a) donc g’ a pour expression :

g'(a)=fla+T)— f(a)=0.

Remarque : nous venons de démontrer que pour toute fonction f continue sur R et T-périodique :

/anrTf(t) dt:cste:/OTf(t) dt

d : Nous venons de montrer que g est constante. Dire que g ne prend jamais deux fois la méme valeur
est donc contraire a la vérité.

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) B,v et § sont justes.
10

« est fausse, car / f(t)dt =0 donc ne peut étre égal & x pour tout .
0

f3 est juste, car f(0)+ f(10) + f(z) =0 pour tout .

~ est juste, car e/ =1 pour tout réel ¢, donc efOdt =z

0
§ est juste, car f’(x) =0 puisque f est constante.

B) a et ~ sont justes. ) . .
2
« est juste : f(r) =z convient car f(t)dt =0 par imparité de f, et FAtdt= {%} =1
1 1 —1 1

3 est fausse : cela ne convient siirement pas car / [t|dt=1>0.
-1

~ est juste : en effet, dans ce cas f2 est paire et donc / fAz)dz =2 / fAz)dz=1.

¢ est fausse : non ce n’est pas nécessaire. En effet, prenons la fonction suivante :

~1-1/2 0 1/2 1
Figure 12.5.

2

m2
Clairement, f(t)dt—O et maintenant fz(t)dt—7+7+7+7—2m2 donc, pour m=
-1

1
on a exactement f%(z)dx =1 sans pour autant que la fonction ne soit impaire.
1

Sl

C) B et ~ sont jus_tes.

. 1
0,siz € [0,5]

1 .
2,si =1
,mxe{z, ]

1
B est juste, car si f(z)=+/2x, alors f2(z) =2z Ct/ 2zxdx=[z4j=1.
0

« est fausse : prenons en effet la fonction f(x)=

~ est fausse, car f(z)= 1 n est pas intégrable sur [0,1] : il y a un probléme de limite infinie en 0.
x
§ est juste : En effet, f2(z)= \/1 — 2. Or, la fonction z+ v/1 — 22 est celle du demi cercle trigono-

-métrique au-dessus de (Ox). Donc / V1 —x%dz est aire d’un quart de cercle et vaut % X TR?= Z
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D) «,3 et & sont justes.

o est juste.

3 est juste : /e F@)ydt= f(e?)— f(e) - v v 11 on met au méme dénominateur et
Je e?lne? elne 2¢2 €’

on trouve : ~—— 2e
2e?

7 est fausse : 1a aussi cela parait alambiqué mais tout se simplifie :

2 1

e e? e? 2 7e? 4 2
T Jp — In(t) Jp — | e _ &
L e dt /e e dt /e tdt [ 5 L 3 3

2

L’énoncé serait juste si I'on avait e* —e?=e? — 1< e?=1 or ce n’est pas le cas puisque e > 2.
t
. . 1 . .
§ est juste : déja, / flwdu=f(t)— fle)=f(t) — . L’imposante intégrale demandée vaut donc :
e

2

e 1 e B -621 T
/e<f(t)—g)dt_/e f(dt /e(e)dt m2— 1 —)=m2—e+1

In2

8 Familles, algo et récurrences

2

A) Réponse a : pour tout n on a In+gln_1:%

b est fausse, car pour tout n>0 on a, dans [0,1] : z,41 < x,, donc au contraire (I,,) est décroissante.
"1 2

c est fausse, car pour tout n >0 on a, dans [0,1] : z, <1, donc au contraire I,, </ e?rdy =2 5 1.
0

La formulation du d nous empéche de conclure par élimination.
1
Ona:2l,+nl,_; :/ (x™ x 2e?® + nz" "1 X e2®) dx, or (z" X 2** + nzx" ! x e27) = (z" e*7)".
0

3 5 7
Stratégiquement, vérifions le ¢ qui parait plus simple : Iy =0 saute aux yeux, donc c est fausse.
a est fausse, car présente une confusion entre 2n —1 et 2(n — 1).

/2
b est fausse, car sin(18t) —sin(16¢) = 2cos(17¢)sin(¢) donc Iy — Ig :/ 2cos(17t) dt = % sin(l’YTﬂ-).
0

B) Réponse d : 14:2<1_1+1_1)

d est donc juste par élimination. Pour le comprendre il faut s’inspirer du calcul précédent :

14—13:2Sin(ﬁ>:—% puis 13—12:4—% puis 12—11:—2 puis 11—10:—0—% puis Ip=0 et on somme.

7 2
; . ex I,
C) Réponse c : pour tout n on a S, =e — o
e 1 n—1_ 1 n e 1 n\/’/ 1 ne 1

a est fausse, carn[n_l—ln:/ n(Inz) 5 (Inz) da::/ <M> dz = M =

J1 T 1 T T ;e

n —

b est fausse, car pour tout n>0 on a dans [1,e] : 0<Inz <1 donc 0K (ln.z) < é donc 0< I, < eezl.
Ainsi, (I,,) est minorée et aussi majorée. _
¢ est fausse en raison d’une convention sur les factorielles : Sy= uo1s 1.

d est donc juste par élimination, et se démontre par une simple récurrence en utilisant le résultat
trouvé au a. Vu que lim (I,,) =0, ce résultat nous permet d’établir la trés belle égalité :

R
o tgto=e

D) Réponse a : /j | f(x)|dz

Le test sur b> 0 revient a savoir si f(a+pas) et f(a) sont de méme signe ou pas; tant que ou, la variable

a avance et m ne bouge pas. Lorsque b< 0, on calcule J= [ f(t) dt et on recommence en prenant m=a.

La valeur b=1 fixée au départ sert a initier la boucle.
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Pour comprendre prenons l'exemple f(z)=cosz :
Au final, la variable J aura pris successivement les valeurs :

7 /2 r/2 ™
/ f(t)dt <0, / f(t)dt >0, f(t)dt <0, avec des approximations a 0,001 pour les bornes.
-7 —/2 Jw/2

—7/2 /2

Cet algorithme aura donc calculé donc —/ ft)dt —/ f(t) dt soit / |cost|dt.
2 /2 —

-7

f(t) dt+/

771-/

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

|Théme : limites et intégrales. |

A) Réponse b : | pour tout x >0, la propriété P est vraie |
On remarque que F(z)=G(z?) — G(z) d’aprés Chasles.

On remarque aussi que l %dt =1In(z?) — In(z) = In(x).

4 T 2
Donc P s’écrit : e XIlnax < F(z) <e™™ XlInz.
262+ 1
2
b est juste, par encadrement. Pour tout t € ]z;z?[, on a :

a est fausse, car u/(t) = —e " x <0 dans ]0; 400[ : u est donc décroissante.

z <t <22 on va élever au carré, tout est positif :

22 <2< z* on va prendre 'opposé :

¢t e

—2* < —t2< —2? on va prendre l'exponentielle puis diviser par t :

On peut intégrer I'inégalité de = & x2 et cela donne P. ()
F(x

e <e~* donc (par les gendarmes) :

¢ est fausse, car (on divise l'inégalité par Inz >0) : e %" <

lim (F(‘r) > =0
T — 00 lnx

d est fausse car, ’énoncé ayant fixé x > 1, rien ne peut en étre déduit pour x — 0.

B) Réponse c :|on a toujours B, (z) < Ra(w) |

a est fausse, car z >e et pour t >eon a > 0 donc les fonction R, correspondant & une aire sous

L
t*Int
une courbe, sont croissantes et positives.

Si I'on souhaite faire le calcul (instructif) : By(x) =In(In(x)), de limite +o0o lorsque z — +o0.

b est fausse (intégrale dite « de Riemann»), car pour a=1on a R, (z) =Inz. (b serait vraie pour a>1).

c est juste, car pour t>e on alnt>1 donc

Pyt < tia donc B, (x) intégre quelque chose de plus petit
sur un intervalle plus petit! Donc B, (z) < Ra(z).
d est fausse en vertu du c.

Pour le lecteur curieux, lim R,(z)=1 pour a =2 tandis que lim B,(x) =400 pour 0 <a<1.
r— 400 Tr— 400

|Théme : la valeur moyenne. |

27
C) Réponse d : MQ:L/ ldx
2 Jo 2

a est fausse, car un simple calcul montre que M =0.
b est fausse, car sin?z est un carré donc positif, alors que cos(2z) — 1 est négatif.
1—cos(2x)

La vraie formule est : cos(2z) =1 — 2sin?x = sin?z = . Elle sert pour la question d.

c est fausse, car M =0 tandis que M5 >0 vu qu’on intégre une fonction continue qui n’est pas la fonction
nulle. De toutes maniéres, l'intégrale du carré n’est pas le carré de 'intégrale.

27 .
d est juste par élimination, le calcul est M, :%/ (%ﬂ@) dx d’aprés le résultat vu dans le
0

27 27
corrigé du b. Cela s’écrit aussi My = %/ (%) dx — QL (&;x)) dz. On trouve My = %,
™ Jo ™ Jo

, N N nul
résultat a connaitre.
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b
D) Réponse a : |m= bia/ f(t)dt

b
En effet, A/:/ f(t)dt et A=m(b—a) : en fait, m est la valeur moyenne de f sur [a,b].

a
b, ¢ et d sont fantaisistes.

1" R3
E) Réponse d :|on a —/ z f(x) de=—
R/, 3

Il faut remarquer que f est I’équation d’un arc de cercle car pour tout = de [0, R], si M (z, f(x)) alors
OM? =22+ (VR*—2?)*=R%

a est fausse, car cette intégrale représente l'aire d’un quart de disque.

b est fausse, car (uy/u)’ = (u?/?) = gu’ul/2 :%u’ vu. Cette formule-1a sert pour la question suivante.

R R
c est fausse, car / x f(z)dx= 1.2 ></ §(—291:) VR?—z?dr= Ly 2[(R2 —2?)VR? — 22| 1.
. 2737 ), B D 273
R u

“ 3
d est juste, car / z f(z) dx:f% X %[(R2fx2)\/R2f:r2]?:f% X (fszRQ):R?.
0

F) Réponse d : | f est décroissante puis croissante |
Remarques :

1

. 1" () dt =2 signifie que f'(1) — f/(—1) >0 soit f'(1) > f'(—1).

e «La valeur moyenne de f’ sur [—1,1] est nulle » signifie que / f/(t)dt=0donc f(—1)= f(1).11 suffit
-1

alors d’imaginer une fonction avec f/(—1) <0< f’(1), donc une courbe qui descend puis remonte a la

méme hauteur. La courbe la plus simple au lycée ayant cette allure est la parabole d’équation f(z)=z2.

Cet exemple démontre que a,b,c sont fausses. Par élimination, d est juste. La démonstration rigoureuse
s’écrirait ainsi :

e On a forcément f(—1) < 0 sinon, vu que f’ croit strictement, on aurait partout f’(z) > 0 ce qui est
incompatible avec f(—1)= f(1).

e De méme f(1)>0.

e f’croit donc prend d’abord des valeurs négatives, ensuite des valeurs positives, cqfd.

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Réponses :
o V[ ]
b b b
Vrai car / f(x)dx +/ g(z)dz :/ (f+ 9)(x) dz.
B[V ]

Vrai car cela donne I+J:/ ldz=In8—1n2=In2-In2=3In2—-1n2=2In2.

NV ] "

Vrai : le déroulement du calcul, pas a pas, est bon.

DV ]

Vrai : on peut raisonner par substitution ou par combinaison.

B) Réponses :
Le manque de rigueur des énoncés de Uruguay provient déja du fait qu’on ne sait pas si a <bou a >b.

o [ F |

Faux car si a > b 'intégrale est négative.

By [ F ]

Faux, contrexemple : a=0,b=1et f(z)=22—2+0,2.

N T F |

Faux, pour une fonction & valeurs négatives, la valeur moyenne sera négative.

S [ F |

Faux, déja a cause de ce qui précéde, et aussi car il manque le facteur 7—a
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C) Réponses :

ol | F |

Faux : 'idée est parfaitement juste, mais une courbe ne peut étre positive ou négative.

L1 F |
Faux : « x» n’a pas d’aire, une aire ne « forme » pas telle ou telle figure (une surface oui). En dehors
de cela I'idée est bonne.

L[ F ]

Faux car une droite n’a pas de « primitive ».

oL | F |

Faux, une fonction n’a pas d’aire.

D) Réponses :

ol [ F |
Faux : c’est une primitive et non pas la primitive. D’autre part la notation 2 est ambigug, il faut écrire
soit & x?, soit donner un nom : u(z) = x>

Remarque :

e l'ambiguité vient de ce que la variable n’est pas spécifiée : quelle est la dérivée de la fonction ¢ x x2?
On ne sait pas si on dérive par rapport a t ou & x ;
371
e les notations {a %} et (u?)’ = 2u'u sont sont ambigués pour les mémes raisons, mais sont vraiment

trés usuelles... Il ne faut les utiliser que s’il ne se trouve qu’une seule variable entre les crochets.

oL [ F |

Faux, la notation : le prime pourrait trés bien désigner la dérivation par rapport & a... Il est vrai que
dans l'usage, cette notation est admise, mais dans un exercice prévu spécialement pour traquer les
notations non orthodoxes, on doit relever 'imprécision et donc le caractére faux de cette notation.

Nneviy oo
S [ F |

Faux : c’est 'aire sous la courbe de la fonction.

11 Exercices avec graphiques

A . !
A) Réponse c : | deux de ces régions ont pour aire 1

Remarque : dans cette question comme dans beaucoup d’autres, I’énoncé, méme s’il propose des
résultats intermédiaires qui sont faux, vous guide avec ces résultats, en vous aidant & savoir quoi puis
quoi calculer pour parvenir aux questions finales.

a est fausse, car I'abscisse x du point de croisement vérifie vz =1— /z & /x zéﬁm :i.
b est fausse, car la dérivée de u(x) =z/z est v(z) = 5\/5
Maintenant nous devons calculer. .
1 1
2 4 4 1, 1 1 1 1 5
L_/l(ﬁf(lfﬁ))dx_/l@\/ifl)dx_ 2avE-u| =g-l-gxiti=s-sti=
1 1 5 1
r
i 2 2 o4 1,1 1.1 1
= 4 —_ —_ = 4 —_ = [— 4:—7 — —_——= — e p—
p—A ((1—+/x) \/E)dx—/o (1-2y/z)dz=|= §‘r\/E 37511 st1i— 1o
2 0

1 1 1 5 1 6 1
K—§(1*L*p)—§(1*ﬁ*ﬁ)—§xE—z

p)
B) Réponse d :| F(z)=—1+22 — % dans [1;2]

Do —

a est fausse : F' n’est pas paire car F'(1) :% tandis que F(—1)=—

x
Remarque : lorsque f est paire alors F'(x) :/ f(t)dt est impaire, et vice-versa.
0
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b est fausse : f est continue sur R donc F' est dérivable sur R. De plus, f est a valeurs positives
partout donc F' est partout croissante.
Dans [1;2], f(z)=2—z et dans [0;1], f(z) == donc, pour z € [1;2] :
2
T

Fa)= [ tar+ [(@—par=2q -] 2lign T ol g
= . 2 2,72 2 2= 2

2

C) Réponse a : A1+A2=%fl

L’indication demande la dérivée de x——xlnz —x qui est x+— x X = 4+1xInx—1=Inz : 'indication
nous donne donc une primitive de la fonction In.
Les calculs donnent :

o Equation de A :
y=f'(a)(x —a)+ f(a) puis
y:l(a: —a)+Ina
a
y= % —1+1Ina donc d est fausse.

e Calcul de Ajz :

A3:/ (E—l—i—lna—lnm)
1 \a
z2 ]
.A3:|:f:| +(@a—1)(Ina—1)—[zlnz —z]f
2a |,
Agzg—i—l—alna—lna—a—}—l—alna—|—a—1
2 21a
Agzg———lna donc b est fausse.
2 2a

e Calcul de A, :
On résout %— 1+4lna=0<xz=a(l —1Ina) ce qui nous donne les coordonnées du point B :

B(a(l —1na);0).

Ensuite, C(0; —1+41na) d’aprés équation de A.
Ainsi, A, = base x ;auteur _lal=In a)|2>< [=l+Inal %(ln a—1)% donc c est fausse.
e Calcul de A;+A, :

On a D(l;l —1+4+1In a) d’aprés ’équation de A.
a

Ensuite laire A;+.A4, est celle d’un triangle :

1
) (alna—1)+1)x|=—1+1lna 9
A1+A2:babexhauteur: (lzB|+1) X yp _ a —g<éfl+lna)

2 2 2 2

donc a est juste.
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Chapitre 13

Enoncés - Probas

1 Révisions immeédiates du cours

Dénombrement

Dans une trousse se trouvent un stylo bleu, deux blancs et quatre rouges, indiscernables au
toucher. On tire au hasard et simultanément trois de ces stylos.

Alors :

A) Le nombre de tirages unicolores possibles est égal a :

alb|c

d

1{2|4| aucune des trois

B) Le nombre de tirages tricolores possibles est égal a :

alb|c

d

71819| aucune des trois

C) Le nombre de tirages bicolores possibles est égal a :

al|b|c

d

232425

aucune des trois

D) Le nombre de tirages possibles comportant plus de rouges que de blancs est égal a :

al|b|c d
35122 19| aucune des trois
Probabilités

E) Un éléve se présente a deux concours C; et Ca, dont les chances de réussite sont indépendantes
I'une de 'autre. Il a une chance sur trois de réussir C7 et une chance sur trois aussi de réussir
C5. Afin d’augmenter ses chances de réussite, ’éléve décide de passer les deux concours. Dans
ces conditions, la probabilité que I’éléve réussisse au moins un concours est :

alb|c| d
21512) 4
319191 9

F) On tire au hasard une boule dans une urne contenant dix boules numérotées de 1 4 10. On
note X la variable aléatoire prenant pour valeur le numéro de la boule tirée. Alors I'espérance

E(X) vaut :
alb|c| d
1|11
ol 5
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Charly participe & un tournoi ou il est opposé & Ali puis a Béatrice. On note A ’événement
« Charly bat Ali» et B ’événement « Charly bat Béatrice ». Soit X la variable aléatoire corres-

pondant au nombre de victoires de Charly. On sait que p(A) :%, pa(B) :1—70, p(B) = 55"

G) p(ANB)=

) p( ) — T3
EREREA ]
25125 (25 25

H) pa(B)=

) pa(B) T4
Lyipiy 1
51413 2

I) p(ANB)=

) p( ) —ToTeT
112131 4
51515 5

) pa(A)=

) p(4) T ToT
ENRAERER
12112113 13

K AUB)=

) p( ) T T e a
AR A e
25125 (25 25

L)p(X=2)=

)l ) a b c d

p(ANB) [p(ANB) [p(ANB)| p(AnB)

M X=1=

) p( ) T TeTa
3[5(5] 1
25125 (25 25

N)E(X)=

) E(O alb|c d
1_922 25 ﬁ
25125 (25 25

2 Premiéres applications

Dénombrement

A) Dans un pays donné, soit A le nombre de plaques minéralogiques composées de quatre chiffres
et de deux lettres, et soit B le nombre de plaques composées de trois chiffres et de trois lettres
(on supposera que tous les chiffres de 0 & 9 et toutes les lettres de A & Z sont utilisables).

Alors :

a b c d
A=B|A>2xB|B>2xA| aucune des trois
B) Un parking dispose de dix places libres. On dispose d’une Ferrari, une Kawasaki et une Austin

Mini. Combien y a-t-il de possibilités de ranger ces trois engins dans ce parking ? (Chacun
prend une place)

c d

\°
<m> 10x9x8

a

()

b
3
10

124



ENONCES - PROBAS 125

Probabilités

C) Un dé est pipé de sorte que la probabilité d’apparition de chaque face est proportionnelle au
numéro de cette face. Dans ces conditions, la probabilité d’apparition du 3 est :

a|lb| c d
HEIER ]
716118 62

D) Un jeu est proposé a un stand. Pour jouer il faut payer 1€ la partie. Une partie consiste a lancer
un dé trois fois de suite. Les tirages sont indépendants. Le joueur gagne s’il n’obtient que des
1 et des 2 a chacun des trois lancers. Si le joueur gagne, il regoit 27€.

3
a la probabilité de gagner une partie est <%)
e . . . . 1
b la probabilité de gagner au moins une fois en trois parties est 9
¢ ce jeu est équitable

la probabilité qu'un joueur gagne la partie sachant qu’il a réussi le premier
d | lancer est la méme que la probabilité qu’il ait réussi le premier lancer sachant
qu’il a gagné la partie

E) On dispose de 6 boules bleues notées chacune B et 18 rouges notées chacune R réparties dans
quatre urnes : Uy={B,R,R,R}, Uy={B,B,R,R,R,R}, Us={B,B,B,R,R,R,R,R},
Uy,={R,R,R,R,R,R}. Un joueur choisit de maniére équiprobable un chiffre dans {1, 2, 3,4},
puis tire une boule dans 'urne correspondante. Il gagne si la boule tirée est bleue. On note G
I’événement « le joueur gagne » et U; I'événement « le joueur a choisi 'urne U; ». Alors :

a b C d

9 1

pUl(G):épUg(G) p(G) =< p<Ul):E puo(G) = pc(Ua)

F) X suit une loi exponentielle de parameétre A et 'on sait que p(X € [1;2]) est le double de
p(X €[2;3]). Alors :

aucune valeur de A\ ne peut satisfaire aux hypothéses
toute valeur de X\ > 0 satisfait aux hypothéses
une seule valeur de A, celle-ci : A =1n4, satisfait aux hypothéses

Qlo|lT|y

deux valeurs de A satisfont aux hypothéses

3 Questions de logique

A) Je sais que la probabilité que I’événement A survienne est au moins 0,6, et que la probabilité que
I’événement B ne survienne pas est au moins 0,6. Alors la probabilité de I’événément AN DB est :

a au plus 0,4
b au moins 0,4
¢ toutes les valeurs entre 0 et 1 sont possibles
d entre 0,4 et 0,6
B) A et B sont indépendants et incompatibles. Alors :
a I'un des deux événements est I’événement impossible
b I'un des deux événements est I’événement certain
A B
c p(AUB) = w

d| deux événements ne peuvent étre a la fois indépendants et incompatibles

p(X €]—00; —x] U [x; +00f) |
p(X €[z, z]) '
tend vers +oo lorsque x — 400
tend vers 0 lorsque x — 0
tend vers 400 lorsque x — 0
ne vaut jamais 1/2

C) X suit la loi N(0,1). Soit z >0. Alors le quotient

Qo |T|w
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4 Questions en tableaux

Un fabriquant de chapeaux prétend qu’une proportion x de ses chapeaux sont sans défauts. On
préléve un échantillon de n chapeaux, on en trouve p qui sont sans défauts.

a n =100, p=29,z =40%
A)Laffirmation du fabriquant est vraie b n =400, p= 160, x =50%
au seuil de 95% lorsque : c n=10000, p=>5 950, z =60%
d n =290 000, p= 61200, 2 =70%
a on prend un chapeau, la probabilité
qu’il soit sans défauts est 0,18
on prend deux chapeaux, la probabilité
B)Imaginons que le fabriquant ait raison b qu'ils soient les deux sans défauts
avec le chiffre z =90%. Alors : est 0,81
.| on prend trois chapeaux, la probabilité
que deux soient sans défauts est 0,081
d aucune des trois
C)Imaginons que le fabriquant ait raison a (%)n_%
et que £ =60%. On prend un 0,6
échantillon de n =100 chapeaux. Soit b 0,4*
k tel que 0 < k< 100. Alors le quotient 0,6™
« probabilité de k chapeaux sans défauts » 0,4 0,6"
divisé par ¢ 0,6F 0,47
« probabilité de k chapeaux avec défauts » n 0,45 0,67 F
est : d (p) W % 0,4~k

On lance n fois a pile ou face une piéce truquée avec p(face) =z ot x est un réel de J0;1[. |

1
a =6.r=—
n=6z=5
D) On suppose que la probabilité d’obtenir Tty
trois fois face est 1/4. Alors on peut avoir : B 1
cln=4,z= 5
1
d — —
n=3,z 5
1/n?
G
. . 1
[cette question est indépendante de la précédente] b 1 1
E) Soit z la probabilité de n’avoir tiré que des pile. n—2 X nZ
Lorsque n est fixe, z est maximal pour z=... . 2n
n—1
d 1
n
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J

5 Questions Vrai/Faux

Un dé cubique équilibré posséde quatre faces noires et deux faces blanches. Un deuxiéme dé
équilibré ayant la forme d’un tétraéde régulier posséde trois faces blanches et une face noire. On
tire & pile ou face une piéce équilibrée, si c¢’est pile on prend le dé cubique, sinon le dé en tétraédre.
Ensuite on lance le dé choisi.

Remarque : un dé tétraédrique n’a pas de face du dessus, c¢’est pourquoi quand on lance un
tel dé on regarde la face contre la table, ce qui nécessite de soulever le dé.

Alors :

A) La probabilité que la face cachée soit noire est 0, 5.

B) La probabilité que le dé choisi soit cubique sachant que la face cachée

<
O
>
O

est blanche, est %
C) On répéte deux fois opération (donc on fait : piéce, dé, piece, dé).

< <
O O
= =
O O

. o . . 1
Alors la probabilité que la face cachée ne soit jamais noire est 1
D) On ne tire plus a pile ou face. On lance le dé cubique, puis le dé en tétraédre,
puis & nouveau le dé cubique et ainsi de suite. On procéde ainsi a 20 lancers de dé

(10 fois I'un, 10 fois l'autre). Soit A le nombre de fois ou la face cachée est noire.

Alors p(A=19) = %.

<
O
=
O

Soit n > 2.
On considére deux urnes Uy et Us contenant chacune n boules blanches + n boules noires.
On jette un dé cubique équilibré dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.
Si le résultat est pair, on préléve, successivement avec remise, deux boules de Uj.
Si le résultat est impair, on préléve, successivement mais sans remise, deux boules de Us.
On appelle N I’événement : « obtenir deux boules noires ». On désigne par :

e py,(N) la probabilité d’obtenir N sachant que les deux boules tirées viennent de Us ;
e py,(N) la probabilité d’obtenir N sachant que les deux boules tirées viennent de Us.

Alors :
E) La probabilité d’obtenir deux boules noires de Us est %

F) Pour tout entier n >2, on a py,(N) = py,(N).

<1<l <|| <
O e e
|| || ||
Oy O oy

G) lim pp,(N)= lim py(N).
n—+o00 n—+o0 In—3
H) Pour tout entier n > 2, on a p(N) :m'

Une rampe lumineuse est constituée d’ampoules bleues, rouges ou jaunes provenant de deux
usines U7 et Us. Uy produit 60 % de ces ampoules.
La durée de vie en années de chacune suit une loi exponentielle dont les parameétres sont les

suivants :
Ampoules bleues | Ampoules rouges | Ampoules jaunes
Ampoules de U A, =0,25 Ar,=0,20 As,=0,20
Ampoules de U, AB,=0,20 Ar,=0,15 A7, =0,10
Alors :

I) La probabilité qu'une ampoule rouge dure moins de cing ans

sachant qu’elle vient de U; est 0,6(1 —e~1:2%).

J) La probabilité qu'une ampoule bleue dure moins de cing ans est :
1—-0,6e525—0,4e 1.

K) La probabilité qu'une ampoule jaune dure entre cing et dix ans est :

1 3
L(i-2haye)
L) Si la probabilité qu’une ampoule jaune dure au-dela d’une durée a est 20 %,
alors a=101n 3.

<
O
S
O

< < <
O O O
5 B! B
O O O
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Une usine fabrique des détecteurs de fumée. Ces détecteurs disposent chacun d’une durée de vie
aléatoire (en mois), représentée par une variable aléatoire 7T'.

Cette variable suit une loi de probabilité exponentielle de paramétre A, ou A € R**.

Les tests indiquent qu’un détecteur donné a une chance sur deux d’étre tombé en panne &
la fin de son premier mois de bon fonctionnement. En cas de panne, le détecteur défaillant est
immédiatement remplacé par un détecteur neuf.

Un controle est effectué chaque mois aprés I'installation du premier détecteur. On admet que
le fonctionnement des détecteurs est indépendant d’un détecteur & un autre. On désire équiper
une petite salle avec I'un de ces détecteurs de fumée.

Alors :
M) = In2
N) La probabilité de changer au moins une fois le détecteur lors de 'un des deux premiers
1
ol égal a —.
controles est égal & -

0) La probabilité de changer le détecteur une fois et une seule lors des cinq premiers controles

31
est de 3L
P) Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la probabilité que le détecteur ne soit pas changé
lors des n premiers controles est de 2—1n

Soit n > 3. Une urne contient :

e 1 boules blanches, dont 2 sont numérotées 1, les autres étant numérotées 2 ;
e n+ 1 boules rouges, dont 3 sont numérotées 1, les autres étant numérotées 2 ;
e n+ 2 boules noires, dont 4 sont numérotées 1, les autres étant numérotées 2.

Toutes les boules sont indiscernables entre elles au toucher.
On préléve successivement, avec remise, trois boules de 'urne.
On appelle A I’événement : « les trois boules tirées sont de la méme couleur ».

Alors :
P+ (n+1)2+(n+2)3
Q) On a p(A) = 27(n+1)°

R) L’événement contraire de A est : «les boules tirées sont de couleur deux a deux

<
O

< <<
O |
55| || = 5
O O O

distinctes ».

S) La probabilité que les boules tirées soit rouges est ne varie pas avec n.
T) La probabilité que les trois boules tirées soient toutes de la méme couleur,
23 +33 443

. tent toutes 1 % 1 t ]l ———mm——.
mais ne portent pas toutes le numeéro 1, es 27(n+1)3

| Questions diverses

U) Considérons un appareil électronique dint la durée de vie est une variable aléatoire qui
suit une loi sans vieillissement de parameétre 0,03. Soient ¢ et h deux réels positifs. Alors, sachant
que 'appareil fonctionne a 'instant ¢, la probabilité qu’il fonctionne encore a l'instant t 4 h est

—
V) Soit une variable aléatoire X, qui suit une loi exponentielle de parameétre A. On sait que la
In(0, 8)

probabilité d’avoir X >5 est 0,2. Alors, on a A= AY

H
s
O

In(5) ~
W) Soit une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramétre 3 Alors, la
probabilité d’avoir X supérieur & In4 est égale a la probabilité d’avoir X inférieur a

In4.
X) Soient deux réels a <b. Soit une variable aléatoire X, qui suit une loi de répartition

<
]
5
O

uniforme sur [a;b]. On sait que la probabilité d’avoir X compris entre 0 et 5 est 0,2. Alors,

nécessairement a =0 et b= 25. VO|F O

12
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6 Questions +-+

Une entreprise possédant plusieurs usines fabrique des batteries miniatures dont la taille est
théoriquement 3 mm, le poids 0,5 g, et 'ampérage 500 mA. Il arrive que des batteries sortant
de la chaine de montage n’aient pas les bonnes tailles, poids ou ampérage.

Le cahier des charges indique que 95 % des batteries, au minimum, doivent avoir une marge
de moins de 1 % par rapport aux valeurs théoriques.

A) Les batteries sortant de 'usine A ont :
e une probabilité 0,95 d’avoir la bonne taille ;
e une probabilité 0,90 d’avoir le bon poids;
e une probabilité 0,01 d’avoir la mauvaise taille et le mauvais poids ;
e une probabilité x d’avoir les bons poids, taille, ampérage.

Alors la probabilité que 'ampérage soit bon sachant que le poids et la taille sont bons est égale :

a 40,9053 environ
R X
b 40,95 x 0,90
C ax
_x
d 0,86

B) La taille des batteries sortant de 1'usine B est donnée par la variable aléatoire 7" dont la densité
est la fonction f définie sur [0;6] par f(t)=px (6 — ).
On admet que l'espérance d’une variable aléatoire X de densité ¢ sur [a, b] est :

E(X):/bt X (t) dt.

f n’est en aucun cas une densité de probabilité
la variable T' n’a pas pour densité F(T)=3,
b . . . ,
ce qui contredit le cahier des charges de I'usine
. la variable T a bien pour densité E(T) =3,
conformément au cahier des charges de I'usine
o oL . 1
d pour que f soit bien une densité, il faut et il suffit que pu= 35

C) L’usine C annonce qu’elle respecte le cahier des charges. Pour s’en assurer, on préléve un
échantillon de 200 batteries dont on mesure les paramétres T, P, A :

nombre de batteries
T<2,97 5
2,97<T<3,03 190
T>3,03 5
P <0,495 7
0,495 < P <0,505 185
P >0,505 8
A <495 2
495 < A <505 195
A>505 3

L’échantillon permet de valider ’annonce de 1'usine C
L’échantillon conduit & invalider I’annonce de 1'usine C
L’échantillon permet de valider 'annonce pour deux des trois paramétres
aucune des trois

oo |T|w
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D) L’usine D teste un nouveau mode de production o chaque batterie est testée a la sortie de la
chaine de montage, et réajustée dans le cas oil ses caractéristiques ne sont pas dans les bonnes
fourchettes. Elle est ensuite vérifiée a nouveau et si les caractéristiques ne sont toujours pas
bonnes, elles part au rebut. Avec cette méthode, le temps de production est parfois plus long,
ce qui fait qu’on ne peut pas prévoir a I’avance le nombre de batteries que cette usine produira.

Soit X la variable aléatoire indiquant le nombre de batteries conformes produites par jour,
et Y le nombre de batteries qui partent au rebut chaque jour. On admet que X suit une loi
uniforme d’intervalle {490; ...; 510} et Y une loi uniforme aussi d’intervalle {5; ...; 20}. On
suppose que X et Y sont indépendantes.

Alors la probabilité que 'usine produise 500 batteries un jour donné est :

a|b c d
3 111 1 1 1
250191 (20 25 21 26

7 QCM alternatifs (de 0 & 4 réponses justes)

A) Une variable aléatoire X vérifie : lim p(X >z)=0. Alors cette variable peut suivre :
T —r 00

la loi normale A (10;0?)

n’importe quelle loi normale N (y;0?)

aucune loi normale

& |®| R

aucune des trois

B) Une varia

ble aléatoire X vérifie p(0< X <1)€]0, 3;0,4]. Alors X peut étre :

(8%

la loi normale centrée réduite

B

w| ot

la loi uniforme sur 'intervalle %;

2

~—

la loi exponentielle de paramétre A, avec —111_(0, 7 _g A< —In(0,6)

)

parmi ces quatre propositions, trois sont vraies

C) X suit la

loi exponentielle de paramétre A; on s’intéresse a la probabilité :

1 2
f()\)—p(ﬁngﬁ). Ona:

on peut avoir f(\) aussi proche de 1 que 'on veut,
en choisissant bien la valeur de A

o lim f(\)=1lim f(A)=0
r—+00 x—0
) 1
I¢] f(\) est maximal pour A= w3
¥ la valeur maximale de f(\) est %
0

8 Sommations, familles de fonctions, tableurs, récurrences, algos

On revient ici au principe « une seule réponse juste ».

A) Soit X suivant la loi binomiale B(n, p). On cherche une formule liant p(X =k) et p(X =k +1).
On peut affirmer que :

n—k—1_1-—p
a PX =k 1) =" T L p(X = )
_ _n—k P _
b MX*k+U*k+1XTjEXMX*k)
n—k+1_ 1-—p
X=k+1)= X=k
c PX =k 1) = X o p(X =
d aucune des trois
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B) On le tableur suivant, ot f représente la densité de la loi normale N (= 50;02%=25) :

colonne A colonne B colonne C

A1=0 Bi=binom(100,A1)*0,5~100 C1=int(A1-0,5;A1+0,5;f)
A2=A1+1 on recopie B1 vers le bas on recopie C1 vers le bas
on recopie A2

vers le bas

b
binom(n,k) veut dire (Z) et int(a,b,f) veut dire / f(t)dt. Alors :

A les deux colonnes B et C vont présenter
des valeurs numériques assez proches
b la colonne B va présenter des nombres croissants
lorsqu’on descend dans le tableur
. la colonne C va présenter des nombres décroissants
lorsqu’on descend dans le tableur
d pour chaque valeur de n < 100, on a Bn+Cn=1,
ol Bn désigne la n-iéme ligne de la colonne B et idem pour Cn

C) On considére l'algorithme suivant :
Algorithme 13.1
I.N«<O
II. X un entier aléatoire dans {1,2,3,4,5,6}
III. tant que (X #6 et N <100) :
IVN+N+1
V. X un entier aléatoire dans {1,2,3,4,5,6}

Aors: a cet algorithme a une probabilité d’environ 0,8 d’atteindre N =100
b la loi de N est donnée par p(N =k) :% ) (%>k ) <%>6k
c la loi de N est donnée par p(N =k) = (%)k X %
d onaj, .  p(N=Fk)

Sacha joue plusieurs fois de suite au méme jeu. La probabilité qu’il gagne la premiére partie est
0,5. Par la suite, s’il gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la suivante est 0,7. S’il perd
une partie par contre, la probabilité qu’il perde la suivante est 0,8. On appelle G,, I’événement
« Sacha gagne la n-iéme partie ».

D) Pour tout n>0 :
a b c d

Pn+1=0,5p,+0,2|Pn4+1=0,2p, +0,5 | ppny1=0,5p,—0,2| pp4+1=0,2p,—0,5

E) On pose v, =p, — % Alors :

(vn) est arithmétique de raison r #0

a
b (vp) est géométrique de raison g # 1
c (vp,) est constante
d aucune des trois
F) La suite (vy,) :
a diverge
b converge
¢ n’est pas définie pour toutes les valeurs de n € N
d aucune des trois
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9 Réflexion autour de quelques thémes mathématiques

| Théme : deux variables aléatoires. |

On tire deux lettres, successivement, et avec remise, d’'un sac contenant les lettres M,A T H et
on considére la variable aléatoire X associée au nombre de voyelles tirées.

Soit Y une variable aléatoire prenant les trois valeurs —2, 1, 3 avec des probabilités propor-
tionnelles aux carrés de ces valeurs.

On suppose que X et Y indépendantes.

A)p(X=0)=
) p( ) al|b|c d
KA RN
16 | 16 | 16 12
B)p(Y =3)= T T 4
HEIER R
312[14] 3
C) B(X) = al b |c d
0(0,5[1] 1,5
D)p(X=Y)=
) ol ) a |b| c d
i ﬁ L aucune des trois
112 |1 56 | 112

Soit X une variable aléatoire continue qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [0, 10].
Onpose Y=X%et Z=Y +1.

E) p(0<Y <9)= = 5
a C

0,3[0,9|1| aucune des trois

F) On peut affirmer que :

a p(0<Z2<9)=p(1<Z<10)
b p(1<2<10)=0,9
C p(0<Z2<1)=p(9<Z<10)
d aucune des trois

X et Y sont indépendantes et suivent toutes deux une loi uniforme dans [—1;1].
On pose S=vVX?+Y2

G) On peut affirmer que :

a l'univers de S est I'intervalle [0;1]

b pourOéaébél,onap(aéSéb)z%(bz—aQ)
c p(S>1) :%

d aucune des trois

10 Rédactions d’éléves imaginaires...
A) Théosophe écrit : « Soit X qui suit la loi normale N'(—1;0) :
a) la probabilité de X est une loi normale ;
B) X ne peut pas étre positif puisque —1 <0 ;
v) la probabilité que X < —1 est strictement inférieure a la probabilité que
X<-1;
1

o <--s(2)

<1<l 1<l <
(I I |
SIS | !
(1 | | |

13
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B) Uruguay écrit : « Je lance deux dés et je fais la somme des chiffres obtenus, que j’appelle X :

5
O

a) la probabilité d’obtenir 4 au premier dé est 5’ v

B) si je recommence 12000 fois, jaurai pour X 1000 occurrences du résultat
«9»

<l <
(]| .
|| =
(]|

v) la loi X est uniforme;
) je recommence 10 fois et j’ajoute toutes les valeurs de X obtenues; alors la som
obtenue vaut 65. »

C) Vladimir écrit : « Soit X de loi B(n=10;p=0,1), alors :
a) la moyenne de X est 1;
B) la probabilité de X est 0,1 ;

v) Uécart-type de X est 1 ;

S

< |<
O O
e =
O O

0) la probabilité que X vale 10 est plus petite que 0,00001. »
D) Watt écrit : « On suppose que X suit la loi normale N'(0;1) alors :

0) p(X =0) =7
B p0<X<I)=1;
7 o) =1;

< <<|< <[ <l <
I o (]|
|| || = | || || =
| o (|

»

5) HX£0)=1-5=2.

11 Exercices avec graphiques

A) Voici la courbe d’'une fonction f. On admet que f est la densité d’une loi normale N(u, o).
Soit X une variable aléatoire de densité f.

1_.

0.5 -

0 !

-1 -05 0 05 1

Figure 13.1. Graphique

Alors :
a p(0<X<0,25)>1
b p(X >0) < p(X <0)
c p(—0,5< X <0)>0,375
1 1
d p<§<X<1>>§
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B) Le skieur part du sommet S, et descend au village V. Il peut passer par les relais qu'il veut
Ry, Ry, Rs, mais toujours en descendant. Soit X la variable aléatoire indiquant la distance en
km parcourue par le skieur.

On admet que :

depuis le sommet, la probabilité de choisir Ry égale 1/3;

depuis Ry, la probabilité de descendre directement au village est 3/4;

e cette méme probabilité est 2/3 depuis Ro;

les chiffres indiquent la longueur en km de chaque piste.

Figure 13.2. Graphique

Alors :

LW | =

pry(Rs) == | pry(R1) = — | p(X =11) == | p(X =10,5) =+

| =
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Chapitre 14

Corrigés - Probas

1 Révisions immeédiates du cours

A) Réponse c :

Ilya (g) =4 tirages unicolores.

B) Réponse b :

Ilyalx (?) X (?) =8 tirages tricolores.

C) Réponse a :

e tirages bleu/blanc : il y en a un seul;
e tirages bleu/rouge : il y en a (;L) =6;

e tirages blanc/rouge : il y en a <?) X (;1) + (;) X (?) =2x6+1x4=16.

Donc en tout 1+ 6+ 16 =23 tirages bicolores.

D) Réponse b :

Le tirage doit comporter plus de rouges que de blancs. Donc il peut y avoir :
e 3 rouges : 4 possibilités ;

e 2 rouges, 1 blanc : (;) X (2

1) =12 possibilités ;

e 2 rouges, aucun blanc : <;1) X 1 =06 possibilités;
e 1 rouge, aucun blanc : impossible.
En tout : 22 possibilités.

Probabilités
E) Réponse b :

On va calculer la probabilité qu’il rate les deux concours : ceux-ci étant indépendants, la

probabilité du double échec est 2 X 2 :g d’ou la réponse démandée p=1— 4 :i

3 3 9 9
F) Réponse c :
2 10

E(w)=i=piXw¢=Z:i(1+2+....+9+10)i>< 10X11_ 5 5.
= — 10 10 2 ’

Charly au tournoi

p 3
G) R D=
) Réponse a

2. .3_3
p(AmB)—p(A)XPA(B)—gXE—25~
H) Réponse c : L
4 . 2 T 4 12
Onap(B):p(AﬂB)—Q—p(AﬂB):gXﬁﬂ—p(AﬂB):%,
1
ot p(ANB) =12 T -5 1 gn papy=PANB) 5 _1
doup(AﬂB)—25 25—25—5,d0upA(B)— b)) 373
5
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I) Réponse b :

p(ANB)+p(AnB)=p(B) ==

25

T B 13 3 10 2
, donc p(AﬁB):%—%f%fg,

J) Réponse c :

3
p(ANB) 95 3
5 5
K) Réponseb:E
(AUB)=p(A) 4 p(B) —pAnB) =2 12T _ 15
b TPRATRE) TP “5v25 2B 3%
L) Réponse a : |p(ANB)
p(X =2)=p(ANB).
. 8
M) R =
) Réponse c
p(X=1)=p(ANB) +p(AnB) =+ 2 =5
25 25 25
N) Réponseb:
2 7 22

E(X)ZOXp(XZO)—&—l><p(X:1)+2><p(X:2):%+2><—:

25 25

2 Premiéres applications

A) Réponse c :

A=10*x262 et B=10% x 263

26

CORRICGES - PrROBAS

La difficulté ici est qu’on ne dispose pas de calculatrice. Clairement, B =10 xA=2,6x A puisqu’on a

remplacé un facteur 10 par un facteur 26.

Donc a est faux, b aussi : ¢a aurait été le contraire, et c’est justement la réponse c.

B) Réponse a : (130)

A moins de faire rentrer ’Austin Mini dans la Ferrari, il y a 10 x 9 x 8 possibilités.

C) Réponse a : E

7
On calcule 1+2+34+4+54+6=21 d'ou p(3):%=7.

D) Réponse c : | ce jeu est équitable |
Pour gagner une partie, il faut trois lancers gagnants.

. - 1
Or, un lancer gagnant survient avec une probabilité de — = —.

6 3 3
Gagner une partie est donc un événement qui a pour probabilité <§>

. . 1
a est fausse, car la probabilité de gagner une partie est o7

27

3
b est fausse, car la probabilité pour un joueur de gagner au moins une fois en trois parties est 1 — (2—3) .

2

c est juste, car I’espérance du joueur est 26 X 1 + (-1) x 26 0 donc oui, le jeu est équitable.
2T~ 27

gain 27—1 perte—1

d est fausse, les lancers étant indépendants, la probabilité qu'un joueur gagne une partie sachant qu’il

. . ) . G e (1)
a réussi le premier lancer est égale a la probabilité qu’il réussisse deux lancers, soit (5) =9 Quant

a la probabilité qu’il ait gagné le premier lancer sachant qu’il a gagné la partie, elle vaut 1.
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4 QQUESTIONS EN TABLEAU 137

E) Réponse a : | py,(G) :ngQ(G)

a est juste, car py,(G) = 1 ngg(G) 25 % %
b est fausse, car la reponse proposée est superleur al
1 1. 1,1 _3 1_ 23 23

Pour info, on a p(G) = 71>< Z+Z g—i—zxg—fxﬂ %"
c est fausse, car p(U;) =—.
T 11
1 . , GNU: 8 , 4
d est fausse, car py,(G) =3 (cela se lit sur Varbre). pg(Us) = p( p@) 2) _ 323 :ﬁ;ég.
AxFx8

F) Réponse d : | deux valeurs de A satisfont aux hypothéses |
Cela veut dire que (E)e ™ —e~22=2(e ™2} —e 3 e~ —3e~* +2e~3* =0 on peut multiplier 4 gauche
et a droite par e* pour simplifier : (E) < 1—3e™*+2e"2*=0.
On vérifie A=In4 pour VoIr : 9

1—3e 44 2e2nd= %—I—E Z+ %O Donc la réponse c est fausse.

Posonls X =e~* alors X2=e"2* et I’équation devient 1 —3X +2X?=0 avec A=1, on obtient X;=1 et
X5== qui sont deux racines positives, d’ou deux solutions pour A.

3 Questions de logique

A) Réponse a : | au plus 0,4
L’¢énoncé indique que p(B) > 0,6« p(B)<0,4. Or, on a toujours p(AN B) < p(B).
b est fausse, car on pourrait avoir p(A)=0,6 et p(B)=0,4 et p(AN B)=0, exemple si l'on tire un
nombre dans {1;...;10} et si A= «le nombre est dans {1;...;6}» et B= «le nombre est dans {7;...;10} ».

B) Réponse a : | I'un des deux événements est ’événement impossible |
L’énoncé indique p(AN B) =p(A) x p(B) =0 et un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un
des facteurs l'est.
b est possible mais pas nécessaire.
c est fausse car si A et B sont incompatibles alors p(AU B) =p(A) 4+ p(B) (sauf dans le cas trivial ou
p(4) = p(B) =0...).

C) Réponse c : | tend vers +oo lorsque x — 0 ‘
a est fausse, car lorsque z— +00, p(X €]—o00; —z] U [z;+00[) = 0 et p(X € [—z,z]) = 1.
c est juste, car lorsque x — 40, p(X €]—o0; —z] U [z; +oo[) = 1 et p(X € [—z,z]) — 0.
d est fausse, car (principe des valeurs intermédiaires) ce quotient peut prendre toutes les valeurs de [0;1].

Remarque : le quotient vaut 1/2 pour p(X € [—z,z])=2/3< p(X <z)=5/6, on trouve z~ 0, 7967.

4 Questions en tableau

A) Réponse c : I n =10000, p = 5950, z =60% I
On vérifie que n >25 et 0,2 < x <0,8. Laffirmation du fabriquant est vraie au seuil de 95%, lorsque

% est dans l'intervalle { —r+— 1 }

AR

Tous les calculs, bien siir, peuvent étre faits sans calculatrice :1
a est fausse, car si  =40%=0,4 et n =100, alors v/n =10 —=0,1=10%,

n
et donc {xf— x+—} [30%;50%)] ; p=29 donc P — 0,29 ainsi Bgé{xf— x+—}
vn'o/n n vn'oVn
b est fausse, car si z=50%=0,5 et n =400, alors \/>:20<:>% % 0105 =0,05=5%,
donc {x—%;m—l—%}:[45%;55%];p:160 donc%:%:%—o 40. Ainsi, B%{m—% %]
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c est juste, car si =60%=0,6 et n=10000, alors \/5—100<:>L—0 01=1%,

donc {xf— x+—} [69%;61%] ; p="5950 donc —=0,950. Ainsi, &~ €|z — —; x+—
V't vn n n N/

d est fausse, car si z=70%=0,7 et n=90000, alors v/n =300« \} 3(1)0 0’1323 ~

o1 . o p_ 61200 204 _ 68
donc [z faﬂrf} [69,667%; 70, 333%] ; p=61200 donc = goors = 200 =17

1 1
ainsi, — xr — T+ —
2t et )
B) Réponse b : | on prend deux chapeaux, la probabilité qu’ils soient les deux sans défaut est 0,81 |
a est fausse! On prend un chapeau; la probabilité qu’il soit sans défaut est 0, 90.
b est juste : on prend deux chapeaux; la probabilité qu’ils soient sans défaut est 0,92=0, 81.
c est fausse! On prend trois chapeaux; la probabilité que deux soient sans défaut est 0, 93 =0,729.

0.4 n—2k
C) Ré : ;
) Réponse a (0,6)

On prend un échantillon de n =100 chapeaux supposés choisis de maniére indépendante les uns des
autres. Cela veut dire qu’on peut utiliser, pour la variable X =nombre de chapeaux corrects, la loi
binomiale de parameétres B(n=100;z=0,6).

Le quotient « probabilité qu’il y a k chapeaux sans défauts » divisé par « probabilité qu’il y ait k

=0,68 et

o dé oeerit _ PX=F) .
chapeaux avec défaut » s’écrit PX=n—F) et vaut :
k n—k
p(X=k) %0,6 XA

— - - n—2k"
p(X—n k) (nZk>O’4k X 07 Gn—k 036

b est fausse, car les exposants ne sont pas les bons 076
n—k )

0 qn— k-
d est fausse, a cause du coefﬁment binomial et parce que les 0,6 et 0,4 sont intervertis.

k

¢ est fausse, car il donne

D) Réponse c : n:4,x:%

Le contexte montre que les probabilités de « face » sont les mémes & chaque tirage; d’autre part le
nombre de tirages est fixé a Pavance. La variable « nombre de "face" » suit donc la loi B(n;x). Ainsi,

la probablité d’obtenir trois fois « face » est (n)x?’(l —x)n 3.

3
Pour aller plus vite, on remarque que (g)x?’(l —z)"B3=nn-1)(n-2)1-—2z)"x l(i> et vu
—x

6\ 1

[ ———
ne dépend pasden

nn—1)n-2) 1

dépend de n

que z :l dans toutes les solutions proposées alors <§ 22(1—2)" 3= — g X IS
a est fausse, car si n =6 alors n(n 12)n(n 2) é 5;64 254 156 > %:%
b est fausse : sin=>5alors 2’(z) =n(l—z)" ' —nn—z(n—z)" 2=n(l-2)" " 2((1 —2) — (n—1)z).
ne pas oublier le signe —
c est juste, car si n =4 alors n(n—lQ)n(n—2) X = 6 4X§’j(2 X 6—% % %
] . (n—l)(n—2) _3x2x1 1_1 l
d est fausse, car si n=3 alors on 6 25 X i~ < 1

E) Réponse d : —
2(z) = (Tll) xalx (1—z)" t=nz(l-z)" L
On dérive : 2/(z)=n(l—z)" '—nn—Dz(1—z)"2=n(l—2)" " 2((1 —z) — (n — 1)x).

ne pas oublier le signe —

rz=1
Nul pour { et ,(a exclure car z €]0,1[), ou ——
n>2 "
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5 Questions Vrai/Faux

AL [ F ]

La probabilité que la face cachée soit noire est :

B)LV [ |

La probabilité que la face cachée soit blanche est donc E La probabilité que le dé choisi soit cubique

11 12
7o

X =+=X

1
4

No| =
[SMEN)
No| =

24
11 1
‘ . 2°3__ B _ 4
sachant que la face cachée est blanche est : 3 =13 =13
24 46

Ol F ]

Lorsqu’on répéte deux fois 'opération, la probabilité que la face cachée ne soit jamais noire est :

13\%2, 1
24 12
D)V ] |

Soit N¢ le nombre de faces noires obtenues avec le dé cubique, N¢ suit la loi binomiale B(lO; %)

Soit Nt le nombre de faces noires obtenues avec le dé en tétraéde, N suit la loi binomiale B(l(); %)
Soit A le nombre de faces noires au total, c’est-a-dire A= Ng+ Nr.
Alors :
p(A=19) = p(Nr=10NNc=9)+ p(Nr=9NNc=10)
= p(Nr=10) x p(Nc=9) + p(Nr=9) x p(Nc=10)

_ (3):: (11909) (})3@: (1190)(§)g(§) y (3) on va factoriser :
OGRS

0 7_5,7_3

6912 697 6 610

Elv] |
Avoir tiré deux boules noires de U; veut dire déja qu’on a tiré un chiffre pair sur le dé : probabilité 1/2.
Ensuite, la probabilité de tirer une boule noire est 1 /2 et la probabilité de retirer & nouveau une boule
noire est encore 1/2 puisqu’il y a remise.

La probabilité d’avoir tiré deux boules noires de U est donc p(U; N N) =

B 1F ]

pu,(N) :% X % tandis que py,(NV) :% X

1
-

N| =

><l><
2

| —

n—1
2n—1
ce qui équivaut encore a 2n —1=2n — 2 ce qui est toujours faux.

GLV [ ]

lim p,,(N)= 1 (suite stationnaire)
—+0o0 4

lim p,,(N)= lim (%X n-l >:l

n—+4oo n—+oo 2n—1 4
Pour un grand nombre de boules, la différence entre faire avec remise ou sans prend moins d’importance.

[V ]

Pour tout entier n> 2, on a :

et donc py,(N)=py,(IN) serait équivalent a %: 2” — 11 ,
n—

p(N) = p(NNUy)+p(NNUs)
— E.leleﬁl
-8 27 —1

11, n—1
- Z(§+2n71)
in —3
8(2n—1)°
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Pour une loi exponentielle de paramétre A, on a p(X <t)=1—e Met p(X >t) =e .

Ici, si T représente la durée de vie de 'ampoule, on a donc py,(T'<5)=1—e"920x5=1 ¢,

NV I ]

La probabilité qu'une ampoule bleue dure moins de cinq ans est :

PT<5) = pUiN(T<5))+p(UzN (T <5)

K[ V] ]

Pour une loi exponentielle de paramétre A, on a p(a< X <b)=e~

O7 6(1 _ 675><0,25) + 07 4(1 _ 675><0,20)
1—-0,6e"125—0,4e" %

Aa Ab

—e

La probabilité qu'une ampoule jaune dure entre cing et dix ans est donc :

p(5<T<10) =

DLV ] ]

p(UiN(5<T<10)) +p(UxN (5 < T <10))
0,6(e=5%0:20 _ o=10x0,20) 4 ) 4(g=5%0,10 _ c=10x0,10)
0,6(e ' —e ) +0,4(e %5 —e1)

0,2e 1 —0,6e72+0,4e70°

0,2e (1 —3e 1 +2e%5)

1

56(17%2\/6).

Soit J la durée de vie d’'une ampoule jaune, alors :

p(J=2a) = p(UiN(J>a))+pU2n(J >a))

= 0,6 xe %2040,4 x e 01

Donc : p(J > a) =20% <0,6 x e~%22 4+ 0,4 x e~%12=0,2. Donc la, deux méthodes :

e On admet qu’il n’y a qu’une seule valeur possible pour a, et on remplace a par 101n(3). C’est le plus
direct et le plus rapide dans ce QCM.

Si a=10In(3), alors :

p(J=a) = 0,6xe"%2X10MEB) 4 4 x = 01x10m(3)

= 0,6xe 2B 40,4 x e 0B
0,6 , 0,4

=9 3

=0,2.

e On résout : cette méthode demande plus d’investissement ; elle utilise un changement de variable. Elle
est bonne & connaitre, c’est le sens de sa place ici. Bien la regarder et la comprendre. Il s’agit donc
de résoudre : 0,6 x e=%2% + 0,4 x e~ %14 =0, 2. Posons K =e~%1® alors on est amené a résoudre : 0,
6K2+0,4x K=0,2<6K2+4K —2=0, on a A =64.

Y

ol : KZ:_ZH_S,l
12 3

Ainsi, e %l =2 —0,1a

MV ]

= —1, exclus

—In3<a=101In(3).

La loi de densité de T est la fonction fy définie pour ¢ >0 par fo(t) =ie
Les tests indiquent qu’un détecteur donné a une chance sur deux d’étre tombé en panne a la fin de
son premier mois de bon fonctionnement. Cela signifie que p(T' > 1) =50%.
Cela se traduit par e *=0,5<A=1In2.

N F ]

La probabilité de changer au moins uile fois le détecteur lors de I'un des deux premiers controles est
p(T<2)=1—eP=1—e2=1_"=

44
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5 QUESTIONS VRAI/Faux 141

0)
Soit T I'intervalle de temps entre le début du fonctionnement et la premiére panne.
Soit T I'intervalle de temps entre la premiére panne et la seconde panne.

T et T" suivent la méme loi E(A).

T T

Figure 14.1.

On demande que T<5 et T+T'>5. Or, p(T<5)zlfe*5lnzzlf%:%.

Or, p(T<5N(T+T’'>5)) est, logiquement, strictement inférieur & p(T < 5).
Ainsi, sans calcul supplémentaire, la réponse demandée est strictement inférieure a EDR

LV ] |

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la probabilité que le détecteur ne soit pas changé lors des n
1

—nln2 _

premiers controles est : p(T'>n)=e T

QLV [ ]

La probabilité d’obtenir A peut se décomposer ainsi :

e nombre de boules = 3n+3=3(n+1);

e nombre de tirages total [3(n+1)]*=27(n+1)3;
e nombre de tirages BBB: n?;

e mnombre de tirages RRR: (n+1)3;

e mnombre de tirages NNN: (n + 2)3.
n3+(n+1)3+ (n+2)3

Ainsi, p(A) = {CESIE

R)__[F ]

L’événement contraire de A est : «les trois boules tirées sont :

e soit de couleur deux & deux distinctes ;

e soit deux d’une méme couleur et une troisiéme d’une couleur distincte des deux autres.

SSLv ] |

3
La probabilité que les trois boules tirées soient rouges est (n+1) !

21(n+1)% 27
Remarque :

e la probabilité que les trois boules tirées soit blanches est croissante et tend vers %7;

e la probabilité que les trois boules tirées soit noires est décroissante et tend vers 57 dussi.

T)
23+33+43
27(n+1)3

23 + 33 +43

Donc 1 - PCET
le tirage, soit d’avoir au moins une boule numérotée 2, ce qui n’est pas la question.
Voici, pour information, la correction :
L’événement demandé, appelons-le NV : «les trois boules tirées sont toutes les trois de la méme couleur,
mais ne portent pas toutes le numéro 1 » peut se décomposer ainsi :

est la probabilité d’avoir les trois boules de la méme couleur et toutes trois avec le numéro 1.

est la probabilité du contraire, a savoir soit d’avoir au moins deux couleurs dans

e [trois rouges| sauf [trois rouges numérotées 1| de probabilité :
(n+1)* 3
T+ 13 27(n+ 1)’
e [trois blanches| sauf [trois blanches numérotées 1| de probabilité :
n3 23
27(n+1)5  27(n+1)%
e [trois noires| sauf [trois noires numérotées 1| de probabilité :
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(n+2)>* 43
27(n+1)3  27(n+1)%
Finalement, on trouve :

(n+1)34n3+ (n+2)%— (33+23+43)
27(n+1)3 ’
La simplification de ce calcul n’est pas nécessaire ici, pour information, on trouverait :
3n3+9n2+ 151 — 90
N =
P 27(n+1)3

p(N) =

U)
En effet, la quantité 1 — e~ 293" tend vers 1 lorsque h— +oc0. Or, la probabilité que I’appareil fonctionne
encore a l'instant ¢ + h sachant qu’il fonctionne & I'instant ¢ ne peut tendre vers 1 lorsque que h est
grand : cela voudrait dire que, plus on attend, plus la probabilité qu’il vive encore est certaine : or,
c’est le contraire.

Pour information :
e L’énoncé parle de durée de vie sans vieillissement, on peut conjecturer que c’est une loi exponentielle.

e Avec une loi exponentielle, on aurait pr~(T >t +h)=p(T >h)=e~ %03k,

VW TF ]

Le paramétre d’une loi exponentielle est toujours positif.

Pour information, on a ici p(X >5)=e % =0,2< —51.=1n(0,2) = ln(%) =—In(5)=r= lné’c')).
WLV In(2) In(2 1
La durée de demi-vie est %): n(2) =2In(2) =1n(4) donc p(X <1n4) :§:p(X >1n4).

1
2
X)L [ F |
Examinons toutes les situations possibles :
e si0<a<g<bgbalors p(0<K X <H)=1+£0,2;

e sia<<0<5<balors p(0< X H)= bia’ ici cela nous donne b —a =25, on peut donc trés avoir a =0
et b=25 certes mais aussi par exemple a=—20 et b=5oua=—11et b=6;
° siO<a<5<balorsp(O<X<5):p(a<X<5):l5)_a,celadonnedonc:
5_ —a

b72:0,2®b+4a:25 soit par exemple a=2,5et b=150ua=4et b=9;

e de méme si a <0< b< 5 alors on trouve a + 4b=25, ce qui est impossible.

6 Questions +-+

A) Réponse d :

0,86

Figure 14.2.
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Notons T', P, A les événements « avoir la bonne taille », « avoir le bon poids », « avoir le bon ampérage ».
L’arbre note t = p(T'), puis p=pr(P) et enfin p’ = ps(P).

Traduisons alors les hypothéses de 1’énoncé :

t=p(T)=0,95;

p(P)=tp+(1—1t)p'=0,90;

p(TNP)=(1-1)(1-p')=0,01;

p(T'NPNA)=x.

La troisiéme ligne nous donne p’ :

(1—t)(1—p)=0,01 < 0,05(1—p’)=0,01

0,01
005 =020

& p'=0,80.

&S 1—p'=

La seconde ligne nous donne maintenant ¢ p :

tp+(1—1)p’'=0,90 < tp+0,05x0,80=0,90

o [ip=0.50)

0,86 _
& p=ggs 0,905,

La quatriéme ligne nous donne ppnr(A) :

p(I'NPNA)=z < p(TNP)XPrap(A)==z
& tpX Prap(A)=x
= O,SGXPTQP(A):ZE
T

< Prap(A)= 056"

On peut remarquer que cette formule implique x < 0,86, ce qui n’est pas conforme au cahier des charges.

la variable T a bien pour densité E(T) =3,
conformément au cahier des charges de 'usine
En effet, f est une densité ssi :

B) Réponse c :

f est a valeurs positives; ¢’est le cas puisque dans [0,6] on a bien z(6 —z) > 0. Il faut juste que u >0 ;

6 6 6 3
/ ft)dt=1. Celaéquivauta/ f(t)dt:u/ (6t7t2)dt:u{6ng%}:1®u><36:1(:)u:%.
0 0 0

d est donc fausse (1/35 au lieu de 1/36), et a aussi.

6 6 6> 6 1 1
EnsuiteonaE(T):/txf(t)dt:u/ (62—t dt=pu|6Xx ——— | =ux6ix —==62x-—==3, ce
o o 31 12 12

qui est le chiffre annoncé pour la taille par le cahier des charges.

C) Réponse a : | I’échantillon permet de valider I’annonce de 1'usine C ‘

b1 96 VP —P) vp(l—p)
’ vn vn

: 9 9 b 9 : :
n=200soit T=|0,95—1,96 x Y002 X095 4 g5 V0,05 X095 115 9198 0,0802]. En multipliant
V200 V200

par 200, on obtient I'intervalle : [183,96 ; 196, 04]
On peut constater que les composants ayant les bonnes valeurs de T', P, A sont dans cette fourchette.

L’intervalle de fluctuation s’écrit : I = ,p+1,96 ici avec p=0,95 et

Remarque : il demeure bien entendu une incertitude quant a savoir si ce sont les mémes échantillons
qui ont les bonnes valeurs de P, de T ou de A en méme temps.

143



144 CORRICGES - PrROBAS

. I
D) R bl

Le chiffre de 500 peut correspondre a :
Y 5 6 71 8 9 | 10
X 1495]494|493 (492|491 | 490
X +Y|[500|500 500|500 500|500

soit 6 situations.
La probabilité de la premiére colonne est p(Y =5N X =495) =p(Y =5) x p(X =495) par indépendance.

1 1. o N 11
Or p(Y =5) =% et p(X =495) = a1 d’otu la probabilité de la premiére colonnle : 2? X 2{
La probabilité que 500 batteries soient sorties est ainsi p(X +Y =500) =6 X % X oo

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) « et 3 sont justes.

B) «,3 et « sont justes. L L
« est juste : dans ce cas p(0< X < 1) :§p(—1 <X<«1) N X 0,6826 ~0,3413.

Note : la valeur p(—1 < X <1)~0,6826 est & connaitre par coeur.

1_2
3 est juste : dans ce cas, p(OgXél)zp(géXé1):%;%%0,33.

[SCIR N

~ est juste : dans ce cas, p(0< X <1)=1—e* Il s’agit jors de savoir si :
0,3<1-e7<4<0,6<e<0,7=1n(0,6) < —A<In(0,7).

¢ est fausse : cet item est un exemple amusant de paradoxe insoluble. En effet, si on répond oui, cela
veut dire que 0 est fausse.

Si l’on répond non, cela veut dire que le nombre de réponses justes est 0, 1,2 (trois valeurs exclues) ou
4. Le lecteur intéressé pourra faire une recherche sur ’expression : « paradoxe du barbier ».

C) «,[3,7 sont justes.
« est juste : lorsque A — +o00, la largeur de l'intervalle tend vers 0 donc f(A) tend vers 0.

Ensuite, p(% <X K %) est toujours plus petit que p(% < X) (intervalle plus restreint) qui tend

vers 0 si % — 4o00. Par les gendarmes, on a donc lim f(\)=0.
z—0

) 1 2 oL a2 1 2
3 est juste : f(\)=p ﬁéXéﬁ =e M—e NMN=e r—e .
2
L _

-5 1

2 -2 a1 1 1
Lo = x n = —= =
)\2e 53 (e 2), nul pour e 2@)\ In2< A\ I’

La dérivée de cela est : f/(A\) = %e
positif avant, négatif apres.

1 1
— In2 2ln2 __ -~ - _ *
)_e e = =—.

[

~ est juste : la valeur maximale de f()\) est f(ﬁ

¢ est fausse, vu le tableau de variations de f.

8 Familles, algo et récurrences

n—k_1-—p
k1

A) Réponse b : [p(X =k+1)= x p(X =k)

p(X=k+1) = <k11>pk+1(n—p)"*k*1
_onn=1)x..x(n—k+1)(n—k) ;.4 _
- RFDxkx..x1 P - p)

_nn—1)x..x(n—k+1) _n—k , (1—p)n—*

- Ex..x1 Al P,
_nn—1)x..x(n—k+1) b  \n—k 4 n—k
- Ex..x1 xptx(n=p) “T=p “k+1
_ _ p n—=k

= p(Xik)lepquLl'
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B) Réponse a : | les deux colonnes B et C vont présenter des valeurs numériques assez proches |

La colonne B affiche les valeurs de p(X =k) ou X suit la loi B(n=100;p=0,5).

La colonne C affiche les valeurs de p(k — % <Y <k+ %) ol Y suit la loi N(pu=>50;02=25).

11 faut savoir que, pour n assez grand, B(n; p) peut étre approché par N (p=np;o2=np(1l—p))
ainsi a est juste.

B et C présentent des nombres croissants puis décroissants (courbe en cloche) donc b et ¢ sont fausses.
d est totalement fantaisiste.

%
C) Réponse c :|laloi de N est donnée par p(N =k) = (%) Xé

Cet algorithme simule la loi géométrique tronquée avec n =100 et p:% : on tire un dé jusqu’a avoir
un 6, mais on s’arréte au centiéme tirage méme si 'on n’a eu aucun 6.

Il faut bien noter que la probabilité de n’avoir aucun 6 sur 100 tirages est quasiment nulle : (%)100 ~1078,
ce qui rend la a totalement fausse.

La variable N, a la fin de Palgorithme, vaudra un entier entre 0 (si X vaut 6 la premiére fois) et 101
(si X ne vaut jamais 6, ce qui reste théorique).

5\F 1 : o
5 XE’ car N =k lorsque 'on a tiré

successivement k fois un entier dans {1;...;5} et une ultime fois un 6.
11 est conseillé au lecteur de suivre l'algorithme pas a pas pour le tirage suivant : {4,1,6}.

b est juste, car un simple arbre montre que p(N =k) =

k-1
Remarque : en général, en théorie des probabilités, on écrit p(N =k) = (%) X é car on définit N
par le nombre de tirages total, y compris le dernier 6.

D) Réponse a : [p,41=0,5p,+0,2]:

Pry1 = P(Gni1)

P(Gri1NGR)+ p(Gri1NG)

p(Gn) X pc,(Gny1) +(Gr) X pa(Gria)
Pn X 0,74+ (1—py,) x (1—0,8)
0,7p,+1—-0,840,8p, — pn

= 0,5p,+0,2.

E) Réponse b : I (vn) est géométrique de raison g # 1 | :

Unt+1 = Pnt+1—0,4
0,5pn+0,2-0,4
0,5pn — 0,2

= 0,5v,.

F) Réponse b :

En effet elle est géométrique de raison ¢ €]0,1].

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

|Théme : deux variables aléatoires. |

A 9
A)R =
) Réponse ¢

32
En effet, p(X =0)= VER

. 9
B) R =
) Réponse c

En effet, la somme des coefficients annoncés est 4+ 1+ 9 =14 donc la loi de Y est :

141219
Pilq7 |72 |12
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C) Réponse b :

En effet, la loi est X est :

z;| 0 1 2

NEREES

Pi1 16116 |16

6 18 _1

etdoncE(X)_0+1><E+2><T6_E_§.
D) Réponse a : %
Si X =Y alors forcément X =Y =1 donc: p(X =Y)=p(X =1let Y =1)=p(X =1) x p(Y =1) par
indépendance de X et Y. On trouve alors p(X =Y) = 11 %: =5
E) Réponsea:
p(0<Y<9):p(0<X<3):%‘

F) Reponse d

a est fausse, car :

PO<Z<9)=p0<Y +1<9)=p(-1<Y <8)=p(0<Y <8) =p(0< X <VB) =
3
-

-
2%

p(1<Z<10)=p(1<Y+1<10)=p(0<Y <9)=p(0< X <3)=

b est fausse aussi d’aprés le calul précédent.

¢ est fausse, car :

p(0<Z<1)=p(0<Y +1<1)=p(—-1<Y <£0)=0 car Y >0 puisque ¥ = X2
3-8

POSZ<I0)=p(9<Y +1<10)=p(B<Y <9) =p(VE< X <3) =2 8 Lo,

10

G) Réponse b : |pour 0<a<b<1, onap(agsgb):%(bz—cﬁ)

a est fausse, car X2 comme Y? peut prendre toutes les valeurs de [0, 1] et, vu que X et Y sont
indépendantes, v X2+ Y2 peut prendre toutes les valeurs de [0, v/2].

. . . Lxn(b?—a?)
b est juste, car, comme indiqué sur la figure suivante, p(a < S<b) = %

5 % m(b% — a?) représente laire de la demi-couronne, et ot le dénominateur 2 représente l'aire du

, ol le numérateur

rectangle.

Figure 14.3.

c est fausse, car p(S > 1) correspond a ’aire marquée par des points ci-dessus qui est visiblement
2—7m/2 -7 1

inférieure a la moitié de celle du rectangle. Plus précisément : p(S>1)= 5 )

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Réponses :

e)[ [ F ]

Il fallait dire : « La loi de probabilité de X est.. »

By [ F ]

Cela n’a aucun sens, p(X >0)=>50 % quand méme, ce n’est pas rien.

N[ F |

Non ce sont les mémes, car c’est une loi continue.
oL [ F |

Non, de toute maniére p(§> ne désigne rien du tout.
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B) Réponses :

ol v | |

L1 F | L1
Déja, on ne peut pas faire de la divination ; ensuite la fréquence probable des 9 sera plutot 61
qui nous conduirait a plutét 3000 occurences de 9 en moyenne.

N[ F |

Une somme 7 est plus probable qu'une somme 12.

oL | F |
Le calcul est bon : 65 est I'espérance de la variable « somme des 10 nombres » puisque 6,5 est ['espérance
de X. Mais la somme obtenue ne vaudra pas forcément toujours exactement 65.

C) Réponses :

o [ F |
C’est imprécis, on ne parle pas de moyenne (réservée a des grandeurs « concrétes ») mais d’espérance
(= moyenne « probable »).

AL F |

Cela ne veut rien dire, « X » en soi n’est pas un événement. On ne peut parler que de la probabilité de
X =k pour k donné, mais jamais de la probabilité de X tout seul, X désignant une variable aléatoire.

N[ F ]

c=10%0,1x0,9.

oLv ] |

D) Réponses :

o | F |

Non car p(X =0) =0, c’est une variable continue.

AL T F ]

Non car p(0< X < 1):%p(—1<X< 1)=0,3413.

neviyo

Oui c’est écrit dans 1’énoncé.

oL [ F |

Non, [p(X #0) =1]. Bien méditer la-dessus.

11 Exercices avec graphiques

A) Réponse c : [p(—0,5< X <0) > 0,375 |

a est fausse, car une probabilité ne peut étre supérieure ou égale a 1 que si elle est égale a 1, or 'intervalle
[0;0,25] ne peut a lui tout seul couvrir la surface infiniment large sous la courbe.

b est fausse, car on voit bien sur la figure que p(X > 0) est plus grand que p(X <0). On peut compter
les carreaux par défaut et par excés pour s’en assurer.

c est juste : p(—0,5 < X <0) correspond visuellement & un carreau plus une fraction qui est plus grande
que la moiti¢ d’un carreau. Or chaque carreau, ayant pour c6té 0,5, a pour aire 0,52 =0,25. Tout ce
qu’on peut dire de p(—0,5 < X < 0) par lecture graphique, c’est que que ce nombre est plus grand que
0,25+0,25 x 520, 375.

d est fausse : p(% <X < 1) correspond & moins de deux carreaux, donc p(% <X < 1> <0,25x2=0,5.

1
B) Ré =
) Réponse c

a est fausse : 'énoncé indique que pg, (V) :% donc pr,(R3) = i
p( 1 Bs) _ p(B1) x pr(Rs) _1/31/4

p(Rs) . P(le) ) 1 1P(R§) I
On a p(Rg):p(R3ﬂR1)+p(R30R2):§ Xgt3X3=mte =36
c est juste, car la loi de X est la suivante :

;1105 (S—R1—V) |11 (S—R1—R3—V)|10 (S—R,—V)|10,5 (S—Ry— R3—V)

b est fausse : pr,(R1) = et la, il faut calculer p(Rs).

. 1.3 1.1 2.2 2 1
b 371 371 373 373
1 17
Donc p(Xfll)fﬁ et p(X710,5)7%.
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Chapitre 15

Enoncés - Espace

1 Révisions immeédiates du cours

| On consideére les points A(—2;0; —4), B(0, -2, —4),C(2,—4,—5).

A) Un systéme d’équations paramétriques de la droite (A B) est :

a b c d
r=3t—1 r=2t—1 r=t+2
y=—-3t—3 y=-2t—1 y=t+4 aucune des trois
z=0,teR z=—-4,teR z=—4,teR

B) La longueur A B est égale a :

a b c d
2v/2 [4v/2 | 6v2| aucune des trois

C) Une équation du plan (ABC) est :

a

b c d

2042y —2=0|—-92 —4y+52=0| 20 -2y —4=0| z+y—2=0

D) Une équation du plan passant par A et de vecteur normal 7i(—2; —3; —1) est :

a —2x—3y—2=0
b -2 —3y—2z=-2x(-2)—3x0—-1x(—4)
¢ 6z+y—32=0
une telle équation ne peut étre définie
d . . »
car plusieurs plans vérifient ces conditions

E) 22+ y?+ 22+ 4y + 82 = —16 est 'équation :

de ’ensemble vide

a
b d’une spheére de centre U(0;2;4)
(¢ d’une sphére de rayon 4
d aucune des trois
2 3
F) Le produit scalaire % -9, avec @| 1 |et ¥ m | et m,k €, est nul si et seulement si :
0 k
a b C d

m=—1|m indifférent et k=—6|m=—-6et k=—1| m=—6 et k indifférent

G) Si D1, D2, D3 sont des droites vérifiant :

e D strictement parallele & D5 et :

e [y sécante avec D3 alors :

forcément D; sécante avec D3

a
b forcément D, || D3

c forcément D; et D3 sont non-coplanaires
d aucune des trois réponses n’est juste
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xr = 2—t xr = 1t—2 r = 444t
H) On donne les trois droites D: ¢ y = 3+2t,G: ¢ y = —3+2t, F:{ y = 4—8t, toutes
z = —t z = —1 z = 444t
trois paramétrées par t € R. Alors :
a b c d
D|E|E||F|D| F| aucune des trois
T = 2—t r = 6t—2
I) On donne les deux droites D: ¢ y = 3+2t, E:¢ y = 4+2t, pour t€R. Alors:
z = —t z = —1
D|E

D et E non-coplanaires
D et E sécantes
aucune des trois

Qlo|T e

J) On considére les deux plans suivants :

P:2x+y—-32+1=0
Prz—y+2=0 '

Alors le plan contenant O et contenant la droite A d’intersection de P; et de P5 a pour équation :
a b ¢ d
z+y—2z=0|z+y=0|20+y—32=0 z+y+2+3=0
K) L’intersection des trois plans P:x+y=0,Q:x+2=0,R:y+2=0 est :
a b (¢ d
une droite | I’ensemble vide | un point | trois droites paralléles

L) Soient A, B, C trois sommets d’un cube. Alors l'intersection du cube avec le plan (ABC') est

forcément :
a un carré et rien d’autre
. N L ..
b soit un carré, soit un rectangle de rapport 7= V2, mais rien d’autre
. . L . . .
¢ | soit un carré, soit un rectangle de rapport 7= V/2, soit un triangle équilatéral
mais rien d’autre

d aucune des trois

M) Soient P, @, R trois plans de I'espace et S=P N QN R leur intersection. Alors :
a S peut étre vide
b S est réduit & un point
(¢ S est forcément une droite
d si P || @, alors S est la réunion de deux droites paralléles

2 Premiéres applications

A) On donne A(—2;0;—4) et B(0; —2; —4). Alors une équation du plan P médiateur de [AB] est :
a b (¢ d
2¢ —2y+z2=3|x+y=0|xz=y| aucune des trois

B) Mémes A et B. On pose C(0, a, 0) ot a € R. Les valeurs de a pour lesquelles ABC' est un
triangle rectangle sont :

a b c d
—2et2(4|—-1,0et 1| aucune des trois

C) Mémes A et B. L'intersection de la sphére de centre A, rayon v/2 et du plan médiateur de [AB]
est :

a b C d
vide | un point [ un cercle de rayon /5| aucune des trois
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D) On donne #(2;3;0), ¥(—1;0;4), P:2x+3y=6et Q:4dx+y+2z=1. Alors :
Alors :

a b c d
@l ¥| Pl Q|unormal & P| aucune des trois

E) On donne P:2z —y—z=1et Q:x+ 2=0, alors la droite d’intersection de P et @ est :

a b C d
r = 1+t x = —2t x =t pas de droite
Jy = 1+t Jy = =3t Jy = 3t—-1 d’intersection
D: z = 1+t D: z = —t—1 D: z = —t car P et Q
teR teR teR sont confondus

F) Soit D une droite ne passant pas par O. Combien existe-t-il de plans contenant a la fois D et O ?

a on ne peut pas le dire, cela dépend de D et de O
b aucun

c un seul

d plusieurs

G) On donne les plans et droites suivants, ot a, b, ¢, m désignent des réels fixés :

P1:2x —2y+5=0, Perar+4y+bz+m=0,

r = 3t—1 xr = 2t—1
)y = =3t+1 )y = 2t+1
D1 z = —3 D2 z = ct—3"°
teR teR
Alors :
a il y a une infinité de valeurs de (a,b) pour lesquelles P || P>
b il y a une infinité de valeurs de ¢ pour lesquelles Dy | Do
C il y a une infinité de valeurs de ¢ pour lesquelles D || D2
d il y a une unique valeur du couple (a,b) pour laquelle P; L P,
. . . 1,1 1
H) Soit [C] le cube dont les sommets sont les huit points :|:§; i? :|:§ .

Soit S (respectivement S’) la sphére de centre O et de rayon % (respectivement 1).

Alors :
a | le volume de [C] est la moitié du volume de [C"] formé des points (+1; £1;+1)
b le volume de [C] est égal 2 1/8
. I'intersection de S avec les faces de [C]
est constituée de 8 points
d le volume de S est environ 4 fois plus petit que le volume de [C]
FER . ' ) rtyt+z=3
I) On considére la droite D d’équation : { vyt =0

Un systéme d’équations paramétriques de D est :

a b C d
x = 1+¢ x = 2+t/3 x = a—t x = b+4t
y =1-2t | )y = 1+t/3 Jy =1 oy =0
b z = 14t b: z = 2+t/3 D: z = —a+2+t b z = 3—2b—4t
teR teR teR teR
avec a € R quelconque avec b€ R quelconque
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r = 1-—t
s . ) s . y = 2-2¢
J) On considére la droite D d’équation D: 3 3
teR
Un systéme d’équations cartésiennes de D est :
a b c d
=—06t
D- r+y+z2=6 D- iiytz_o D- —2x+y=0 ) drt+y+2=0
1l z+y—2=0 ‘ te]lg o | 3z+y+2=0 Nl x4+y—2=0

K) Une équation d’un plan passant par L(2; —1;3) et perpendiculaire & P:2x — 3y + z=—4 est :

a b c d
1 1 13

§x7§y+z:? y+32=8|—xr+2z=-—4| aucune des trois

L) Soient D, D’ deux droites non coplanaires.

Soit M (respectivement M') un point de D (respectivement de D’).
Soient P un plan contenant la droite (MM'), et Q (respectivement Q') un plan contenant

D (respectivement D’). Alors :

on peut choisir M, M’ P de maniére & ce que P
soit perpendiculaire a la fois & D et & D’
on peut choisir M, M’, P de maniére a ce que D et D’ soient incluses dans P
on peut choisir, M, M’, ), Q' de maniére a ce que QN Q' soit non vide
il est impossible de trouver M, M’, P, Q tels que P 1 Q

Qalo|T| o

3 Questions de logique

A) Soit S la spheére de centre O et de rayon 1. Soit P le plan d’équation z=0. Soit M(z,y,z) un
point de I'espace. Alors je peux dire que :

a MOzl MeP

b 2>+ y’=1=McPnS

c MecPnS=a22+y*=1
[MeSetdM,P)=1]cx=y=0

d ot d(M, P) désigne la distance entre

le point M et le plan P

B) Soient ﬁ#ﬁ un vecteur, P un plan de vecteur normal i, A et B deux points de I’espace. Alors :

quel que soit le point M, AM L

a
b MePs[AM Liet AcP]

¢ I’ensemble de tous les points M tels que AM L@ estle plan P
d A, BEP=AB-i=0

C) Soient D une droite de lespace et Q, A1, Ag, A3, A4, A5 six points distincts.
Soit k le nombre de points parmi les A; tels que (ﬁ; 1 D. Alors :

si Ay, As, As, Ay, As forment un pentagone régulier de centre 2,
alors k€ {0,1,5}
si k=4 forcément A, A, A3, A4 forment un carré

(¢ si tous les points Aj, A, As, Ay, A5 sont alignés, alors 0 < k <5
d si A1, Ag, A3 forment un triangle équilatéral de centre (2,
alors k>3
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4 Questions en tableaux

Voici un cube de coté 1 :

H G
A
D
I
. Bl C
1
Figure 15.1.
a| AD-AC=AC?
b HD-DE
A)On peut affirmer que : _I,{D_,DE >0
c| EF-BE=-BE?
d DG-EG=0
a V3/2
b
B)Le triangle AGC' a pour aire : V3/4
c V2/3
d V2/4
a C(-1,1,0)
S — b FD(1,0,1)
C)Dans 1 ¢re (E,EB,EF,EH) : T
)Dans le repeére ( ) . AF—3
d| AHEB a pour aire 4

On considére le tétraédre quelconque non aplati ABCD :

Figure 15.2.

S alors...

I'intersection des médiatrices de ABC

D)l y a un unique point Q dans le plan (ABC) Pintersection des médianes de A BC

tel que (DQ) soit perpendiculaire au plan (ABC).

Ce point Q est : I'intersection des hauteurs de ABC

aucune des trois

E) Il y a un unique point @ dans le plan (4 BC) I'intersection des médiatrices de ABC

I'intersection des médianes de ABC

— 1, — s —
tel que DR = §(DA +DB+ DC)' I'intersection des hauteurs de ABC

Ce point R est : aucune des trois

F) On suppose que le tétraédre est régulier

(ses faces sont des triangles équilatéraux).
Alors un seul de ces quatre nombres est positif :

Qo | T |a|lo|T|v|a|lo|T| e

NI
:;bla;la;l
wli Il iw)
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5 Questions Vrai/Faux

ENONCES - ESPACE

On donne A(t; —1+2; 2), B(3; —1—/2; 4) et C(2; —1;3). On définit les deux ensembles de

ponts suivants :

e Y lensemble des points M (z,y, z) vérifiant :

(z—1(z=3)+(y+1-v2)(y+1+V2)+ (2 —2)(z —4)=0.

e II 'ensemble des points M(z,y, z) vérifiant :

x—y+zx/§=3\/§—1.

Alors :

A) ¥ est une sphére dont un diameétre est [AB].
B) Le point H(l;O; 3— \/5) est & la fois sur X et sur II.
C) II est un plan et CH est un vecteur normal & II.

)

D) II est tangent a 3.

<
O
e
O

<<l <
() ]
|| || =
) ]

On considére le cube formé des points (T1;F1;7 1).

Alors :

E) L’extérieur du cube est caractérisé par la relation :

F) L’extérieur du cube est caractérisé par la relation :

z2>1
ET

yi>1.

ET
22>1
x2>1
ou

yi>1.

ouU
22>1

<
O
=
O

<
O
5
O

G) Soient Ay, ..., As les sommets de ce cube et soit D I’ensemble de toutes les distances possibles
entre deux points distincts A; et A;. Alors D = {2; 2\/5; 2\/§}

H) Si je choisis trois sommets parmi les huits de ce cube, alors il y en a toujours deux qui son

séparés par une aréte seulement.

A\

v QO

5|
O

F O

-+

Autour de quelques droites.

I) L’ensemble des points M (z, y, z) pour lesquels il existe k € [0;2] vérifiant le systéme

r=2
y=3 est le segment [AB], o A(1;2;—1) et B(5;0;5).
zeR r=2k+1

<
O
B
O

J) La droite d’équation paramétrique ¢ y=—k+2 (kK €R), est perpendiculaire au plan

z=3k—-1
d’équation cartésienne 2z — y+3=1.

=2
K) L’ensemble des points M (z, y, z) vérifiant le systéme
zeR
r=a+t r=2+t
L) Les trois droites D1:q y=b+t (t€R) Da:{ y=2 (teR)
r=1+at z=c+t z=2—1

Ds:q¢ y=1+bt (t€R) sont concourantes pour a=2,b=1,¢c=0.

z=1+ct

y =3 est une droite.

v

O

A%

v QO

==
O (o

FO
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15

ot

On considére trois points distincts A, B, C et I'on pose a = AB-AC.

Alors_:’ .

M) AB-CA=—a.
N) AC-AB=—a.
0)

P)

a®— AB2x AC*=AB?x AC? x sin?(AB, AC).
ABx AC=la|< A, B, C alignés.

<|| <
(] .
|| =
(]

<|| <
(]| .
|| =
(]|

Soient A, B deux points de I’espace, et 4,7, W trois vecteurs de ’espace qui ne sont pas colinéaires

deux a deux.

Alors :

Q) Il y a toujours une valeur, unique, de (a, §) telle que AB=ai+ B7.

R) Il y a toujours une valeur, unique, de («, §,7) telle que AB=aii+ BT+ .

S) Le nombre de valeurs de («, 3, ) telles que AB =i+ BT+~ i
peut étre nul, il peut étre infini, il peut étre égal a 1.

T) Si (0,4, 7, @) est un repére, alors (0,1, U, %) en est un aussi et si I’'on connait les
coordonnées de A B dans (0, 4,7, ), alors il est possible de les connaitre dans le repére
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(0,9, 7,4d).
r+2y—3z=1
On consideére le systéme (S) : ¢ —3z+y+2z=-3.
20 —3y+z2=2

On appelle P le plan d’équation x + 2y —3z=1 et D la droite définie par le systéme suivant :

D - —3r+y+2z=-3
| 22 —-3y+z2=2 '

Alors :
U) Le systéme (S)

admet comme solution le point R(2;1;1).

V) La droite D est contenue dans le plan P.

W) Le systéme {
X) Le vecteur k(2;

6 Questions ++

r—y=1
y—2z=0

1;1) est un vecteur directeur de la droite D.

-

<|| <
0| o

est un autre systéme qui permet de définir la droite D.
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A) On donne A(1,1,1), B(0,1,2), f(1,-1,1),§(2,0,2). Soit X I’ensemble des points M qui vérifient
AM=o f+ 3§ avec a, BER. Alors :

a X est une droite

b le vecteur f est élément de X

(¢ le plan Q d’équation x = z est strictement contenu dans X
d pourtoutMEX,mJ_A_B

B) Soient A(1,1,1), B(0,1,2) deux points, m un réel quelconque, et P, le plan passant par A, B

et par Z,,(0,0,m). Soit enfin ¥}, 'ensemble des vecteurs normaux au plan P,.

a Y, est constitué du seul vecteur u,,(1,m —2,1)
b les vecteurs de Y sont ortogonaux aux vecteurs de Y_;
. il y a une valeur de m pour laquelle A, B, Z,, sont alignés
et pour laquelle, donc, P, n’est pas défini
d supposons m # 2, solent 4 € Y et €Y, ;
alors 4 et ¥ ne sont pas orthogonaux
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156 ENONCES - ESPACE

C) Soient D une droite de vecteur directeur donné i, A un point de D, puis M un point quelconque,
P le plan perpendiculaire & D et contenant M, et enfin H 'intersection de D et de P. Alors,
lorsque A varie sur D et lorsque, en méme temps, M varie dans ’espace, il existe un réel k

vérifiant :
a - AM=kAM x MH
b i-AM=kAH
c |- AM|=kAH
d MH=F |[i]

D) Soit S une sphére tangente & un plan Q. Soient r le rayon de la sphére et Y son centre. Soit
K un point tel que K €.S. Alors :
a la distance entre le point K et le plan ) est inférieure ou égale a r
b soit M un point ; si YM >r alors le plan @) sépare Y et M
tous les points de la sphére sont a une distance
inférieure ou égale a 2r du plan @
tout point situé a une distance inférieure ou égale a 2r du plan @
est soit a l'intérieur de la sphére, soit sur la sphére

C

d

E) Dans un cube de coté a, soit A sur une aréte et B sur une aréte paralléle a Paréte contenant
A. On suppose que ni A ni B n’est confondu avec un sommet du cube.
Soit [C' D] une aréte du cube ne contenant ni A ni B. Alors :

a forcément AB < av/2
b il est possible de choisir A, B, C, D tels que AB-CD=—a?
c il est possible de choisir A, B, C, D tels que AC-BD=—a?

parmi les quatre angles suivants :
d|  (BA,BC), (CB.CD), (DC.DA), (AD, AB),
si trois sont droits alors les quatre points A, B,C', D forment un rectangle

F) Soit U I'ensemble d’équation z =y =0. Soit C € U. Soit V la droite passant par R(1,1,0) et
de vecteur directeur 7(0,0,1). Alors :

a U et V sont d’intersection non vide
b U est une réunion de deux plans

I’ensemble de toutes les droites

¢ passant par C, sécantes avec U, et perpendiculaires & U
est un plan paralléle & V

I’ensemble de toutes les droites

d passant par C et sécantes avec V/

est un plan contenant V'

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)
A) La distance AB vaut v/3 pour :

A(L,1,1) et B(0,0,0)
A(0,0,3) et B(0,0,0)
ABC rectangle en C avec avec AC = V2 et BC=1
B un point de la sphére d’équation (z —z4)? + (y — ya)?+ (2 — 24)? =3
B) L’objet K d’équation (22 —1)(y%?—1)(22—1)=0:
est un cube

SIE R e

s’inscrit dans une certaine sphére de centre O
contient un nombre fini de points
contient le segment [AB] avec A(—1,1,1) et B(—1,1,—1)

>R | ®[L
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ENONCES - ESPACE 157

C) L'objet d’équation |22 — 1]+ |y — 1] +]22—1|=0:

« est un cube

B s’inscrit dans une certaine sphére de centre O

~ contient un nombre fini de points

0 | contient le segment [AB] avec A(—1,1,1) et B(—1,1,—1)

D) Soit quatre points distincts A, B, C, D, tels que AB=AC =AD =a ou a est un réel donné.
On suppose que AD 1 BC.

Alors :
o forcément BD < a
B |si A, B,C sont fixes, 'ensemble de tous les points D possibles forme un cercle
0 si AD est orthogonal au plan (ABC) alors DB=DB =av?2
0 si A, B,C, D sont coplanaires et si BC =a alors DB=DC=av2—+/3

E) Le point A est strictement & I'intérieur de la sphére (S1) 22+ y?+ (2 + 1)2=4 et strictement &
I'extérieur de la sphére (S2) 22+ 3%+ (2 — 1)2=4. Alors A peut étre :

a A(0,0,0)

8 A(0,0,-2)

% A(a,2,b) avec a,be R bien choisis

d | en un unique point du cylindre d’axe (Oz) et de rayon 2

8 Sommations, familles de fonctions, tableurs, récurrences, algos

On revient ici au principe « une seule réponse juste ».
A) On définit la suite de points (A, (Zn, Yn, 2n)) Par Ag(0,0,1) et pour tout n =0 :

1 1
An1= <$n+w7072n —W)

Alors :
N. A 1 1
a pour tout n€ N, A4, 1—%70,1—2—71
b la longueur /,, de la ligne brisée Ag Ay ... A, converge vers £=1-+ V2
lorsque n — 400
c le produit scalaire O A,,- O A,,+1 converge vers —1

lorsque n — 400
d | trois points consécutifs quelconques de la suite (A;,) sont toujours alignés

B) Soient un point B(0,0,7) et un entier n > 1.
Soit P, le plan passant par O, par B et par Kn<n, %7 O>.

Soit @, un vecteur normal & P,.

Sur un tableur, on a déja rempli les cellules suivantes : B1=1 et C1=1, et I'on veut afficher
les coordonnées d’un 4, possible dans les colonnes D, E,F, c’est-a-dire avoir : u1(D1,E1,F1).
On hésite entre les quatre possibilités suivantes que 1’on recopiera ensuite vers le bas :

) B2=B1+1 C2=C1/(C1+1) D1=-C1 E1=B1 F1=0
/) B2=B1+1 C2=C1/(C1+1) D1=-C1 E1=B$1 F1=0
~) B2=B1+1 C2=1/B2 D1=-C$1 E1=B1-2 F1=0
§) B2=B1+1 C2=1/B$1 D1=B1 E1=C1 F1=0

Parmi ces propositions :

aucune n’est valable

une seule est valable
deux exactement sont valables

toutes sont valables

Qo |Tw
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158 ENONCES - ESPACE

C) On définit la suite de points (By,(%n, yn,n)) par { ;OZS et, pour tout n >0 :
O =

Tn+4+1 +1i Yn+1= 1(.’[,’” + iyn):

ol i désigne 1'unité des imaginaires purs (i2=—1). Alors :

pour tout n >0, le point B,, a pour coordonnées : Bn<cos(n %),sin(n g), O)

a
b pour tout n >0, la distance B,, B, 41 vaut V3
c
d

pour tout n >0, on a By, By+1 L Bpt+1 Bnta
aucune des trois

9 Réflexion autour de quelques thémes mathématiques

| Théme : la distance entre deux objets. |

A) L’ensemble des points situés a une distance 2 du point P(0,2,4) est :

a une spheére passant par P
b un plan tangent a la sphére de centre P et de rayon 2
c la sphere de diamétre [RU] avec R(2,2,4) et U(—2,2,4)
d aucune des trois

B) L’ensemble des points situés a une distance 2 du plan Z: x4+ y+2z=1 est :

une sphére tangente & Z
une droite paralléle & Z
un plan paralléle & Z
aucune des trois

C) On considére A(2,3,9), B(0,4,5),C(2,0,3). Alors la distance entre A et la droite (BC) est :
a b ¢ d

V21 |v22] V23|26

D) On considére A(1,0,1), B(2,—4,—1),C(6,—4,1),D(8,—3,0). Alors la distance entre le point
A et le plan (BCD) est :

Qlo|T e

a | b ¢ d
2v/5 | V21 [ V22 |23

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Otello écrit : « Soit P le plan d’équation x+y+x=1.
Je veuz écrire I’équation de deux droites sécantes avec P.
a) Le vecteur normal & P est 4(1,1,1).

<
O
e
O

B) Toute droite de vecteur directeur i sera sécante avec P.

<
O
B
O

r=t r=—1
v) La droite D : ¢ y=t(t€R) et la droite D' : { y=—t (t€R) sont deux droites
z=t z=—1

distinctes.

<|| <
O &
|| =
I

0) L’intersection de D avec P est t= % »
B) Pizzayola écrit : « Soient A(1,3,5) et B(0,0,0).
Je veux trouver un point C pour que ABC soit un triangle rectangle.

a) Le produit scalaire de AB par C doit étre nul.
B) Soit C(u,v,w)+# B.
St —u—3v—5w=0, alors ABC' est un triangle rectangle en B.

<< (1<
)
Sl R |
|

v) C doit donc étre un plan.
0) En ajustant bien les coordonnées u,v,w,
je peux méme avoir ABC rectangle et équilatéral. »

15
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C) Qorsaire écrit :

« Je veuz trouver la distance entre le point A(1,2,0) et le plan P : . —y=3.

a) d(l,—1,0) est normal a P.

15

©
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B) La droite passant par A, orthogonale & P admet pour systéme d’équations :

r=1+t
y=2—t(teR).
z=0

v) Je résous (1+t) —(2—t)=3 : je trowe t=2. Alors je peuz affirmer
que le point T'(3,0,0) est sur P et que AT est colinéaire a a.
) La distance d(A,P) est donc égale a la distance entre A et T,

soit V224+22=2/2.»

D) Rustin écrit : « Je résume plusieurs méthodes pour montrer que

quatre points A,B,C,D sont coplanaires :

a) Si je sais que A, B, O alignés d’une part et que C, D, O alignés aussi,
alors je peux conclure que A, B,C', D sont coplanaires.

B) Si ABC est rectangle en A et BDC rectangle en D, alors A, B,C, D
sont cocycliques donc coplanaires.

< <
O ]
= =
O O

v) Si AB et CD sont colinéaires, alors A, B,C, D sont coplanaires.
0) Si (AB) et (CD) sont sécantes, alors A, B,C, D sont coplanaires. »

<<i< | < <
] | ] O
Sl e Res I | =
] | ] O

11 Exercices avec graphiques
A) Voici un cube de coté 1. H est milieu de [HB’].

a K est situé sur [GC], mais pas sur [DF].
H G b s X 3v2
A laire du trapéze KCBH est 1
D Ia . le cone de révolution obtenu en faisant tourner H BB’
B autour de (BB') a pour volume 4w
_ B I/ Cl d le centre de gravité de HDF

n’est ni sur (GB) ni sur (KH)

B) Dans ce cube de coté 1, l'arc G a pour centre L.

N 7
B G
A b la longueur L H mesure L H = ?
D . /6
E; A i c la longueur ¢ de 'arc HG vérifie £ < 5
_ B gt le prisme formé des six points F', L, E,G, K, H
d

I'angle 6 = (L_ﬁ, L_C)v‘) vérifie cosf = =

a pour volume 5
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Chapitre 16

Corrigés - Espace

1 Révisions immeédiates du cours

r=2t—-1
A) Réponse b : y=—-2t—1
z=—4,teR

a est fausse, a cause de la condition z=0. 1 )
b est juste, car elle donne le point A pour t= ) et le point B pour t:§.

¢ donne certes le point A pour t=—4, mais le point B nécessiterait t =—2 pour x et t = —6 pour y.

B) Réponse a : AB:

AB=\/(-2-0+ (0 (-2)?+ 0’ = VI+4=18=2V2.

C) Réponse ¢ : [ —2z —2y —4=0]
a est fausse, car donne un plan qui contient A, B mais pas C.
b est fausse, car donne un plan qui ne contient pas A.
d est fausse, car donne un plan qui ne contient ni A, ni B, ni C.

D) Réponse b : [ 20 —3y—z=—2x(—2)—3x0—1x(—4)]
—2r—-3y—2z2=—-2x(-2)—-3x0—-1x(—-4)e -2 -3y —2z=8.
d est fausse, car la donnée d’'un point et d’un vecteur normal définit bien un plan.

B) Reponse d

22+ y?+ 22 +4y+82=-1622+ (y+2)2 -4+ (2 +4)2 - 16=—-16 22+ (y + 2)2 + (2 + 4)?=4.
Sphére de rayon v/4 =2 et de centre Q(0, -2, —4).

F) Réponse d : [ m=—6et kindifférent |

2 3
ul 1 |-¥l m |=6-+m nul pour m=6.
0 k

G) Réponse d -

Prenons les schémas suivants :

D D
D ’ D) ’

D/ Ds

Figure 16.1.

Dans l'image de gauche, D; n’est pas sécante avec D3 (en fait D; et D3 sont non-coplanaires), cela
illustre le fait que a est fausse.

Dans I'image de droite, Dy, D2, D3 sont coplanaires, cela illustre le fait que c est fausse.

c est absurde, car si Dy || D3, vu que D, || D2 on aurait, par transitivité du parallélisme, Do || D3 or Do
et D3 sont sécantes.
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162 CoORRICGES - ESPACE

H) Réponse c : | D || F
Les vecteurs directeurs de ces droites sont : up(—1;2; —1),ud(1;2;0),ur(4; —8;4), G ne peut donc étre
paralléle & aucune des deux autres, déja, a cause du 0 et up=—4up d'ou D || F.

I) Réponse c : | D et E sécantes
On a up(—1;2; —1) et uz(6;2;0) donc la réponse a) est fausse.
Pour l'intersection, réecrivons F avec un autre parameétre, soit :

r=2—t r=06u—2
D:{ y=3+2t et E:< y=4+2u avec u,t €R.
z=—t z=-1 1
2—t=6u—2 2—1=6u—2 u=g
On résout alors : ¢ 34+2t=4-+2u , ce qui équivaut A { 3+2=4+2u & u:l'
—t=-—1 t=1 2
t=1
Ainsi, D et E sont sécantes au point M correspondant a t=1 pour D et u :% pour E| c’est-a-dire au

point M(1;5;—1).

J) Réponse a :

Déja, il faut s’assurer, pour que 1’énoncé soit non ambigii, que O n’est pas sur A, c’est-a-dire que

O n’est pas a la fois sur P; et sur P5. Cela saute bien siir aux yeux, puisque 2x0+0—3x 04+ 1+£0 et

0—0+2+#0.

Ensuite, parmi les plans proposés, il faut éliminer ceux qui ne contiennent pas O, a savoir le d.

Pour choisir entre les trois restants, il faut travailler un peu.

On applique la méthode pour trouver l'intersection de deux plans :

y—3z+1=0 3=3z

—y+2=0 y=2
20 —324+1=0
z+2=0

e on choisit x =0, on obtient : { @{ Zi; d’ou le point A(0,2,1) € A;

e on choisit y =0, on obtient : { <:>{ i::; d’ou le point B(—2,0,—1) € A.

On pourrait en déduire I’équation paramétrique, mais ici dans ce QCM, on peut se simplifier la tache :
il suffit de voir quelle équation parmi a, b, ¢ est vérifiée pour A et pour B.

a est vérifiée pour A et pour B.

b n’est vérifiée ni par A ni par B.

¢ n’est vérifiée ni par A ni par B non plus.

K) Réponse c :

Déja, il est clair que O(0,0,0) est sur ces trois plans, ce qui élimine la réponse b.

z+y=0 Yy=-x
Résolvons le systéme ¢ z+2=0 << z=—-z .
y+2=0 y+2=0

La troisiéme ligne entraine —x —x =0 soit x =0 d’oit y =2z =0 : 'intersection est réduite au point O.

L) Réponse c : | soit un carré, soit un rectangle de rapport — = v/2, soit un triangle équilatéral

L

Figure 16.2. Images 1,2,3 montrant les trois cas possibles

Il ne peut pas y avoir d’autres cas. En effet, si on appelle a le coté du cube, alors : si A B est le plus petit
coté du triangle ABC, alors A B peut étre égal & a (A et B séparés par une aréte, images 1 et 2) ou a
av'2 (A et B séparés par une diagonale, image 3) mais pas a av3 (A et B opposés par rapport au
centre du cube) car dans ce cas A B ne serait pas le plus petit co6té du triangle ABC.
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2 PREMIERES APPLICATIONS 163

M) Réponse a : | S peut étre vide

Les intersections possibles entre trois plans sont : une droite (les pages d’un livre); I’ensemble vide (un
prisme, ou trois murs d’une maison); un point (deux murs consécutifs et le plancher).

a est juste (penser au prisme).

b et ¢ sont possibles mais pas nécessairement justes.

d est fausse, car dans ce cas S est vide puisque PN Q est déja vide.

2 Premiéres applications

A) Réponse c :

Deux méthodes :
e soit M(xz,y,z) jécris MA=MDB
S(+2)24+ 92+ (2+4)?2 =22+ (y+2)’+ (2 +4)’dr+d=4y+4sT=1y;
e le plan médiateur a pour vecteur normal E(Q, —2,0) et passe par le mileu de [A B] soit
I(-1,-1,-4) don: 2z —2y=2x (—-1)—2x (1) &z —y=0.
B) Réponse a :
AB(2,-2,0)- AC(2,a,4) =4 — 2a nul pour a=2.
BA(-2,2,0)- BC(0,a+2,4) =4+ 2a nul pour a=—2.
CA(-2,—a,—4)-CB(0,—a — 2, —4) = a® + 2a 4 16 jamais nul car A <0.

C) Réponse b :
AB=+/22422=2/2 donc AI =+/2 avec I =mil[AB] donc le plan est tangent a la sphére.
L’intersection entre P et S est réduite au point {I}.

D) Reponse ¢ :

4-U=—2%0 donc a est fausse.
1up(2,3,0) et up(4,1,1) donc b est fausse.

=1
E) Réponse c : | D: ¢ y=3t—1avectcR
z=—t

up(2, —1,—1) et ©5(1,0,1) ne sont pas colinéaires donc déja d est faux : ces deux plans ont bien une
droite comme intersection.

a est fausse, car 2(1+1t) — (1+t)— (1+¢)=0dou D¢ P.

b est fausse, car certes 2(—2t) — (—3t) — (=t — 1) = 1 pour tout ¢, d’ou D C P. Mais par contre,
(—=2t)+ (=t — 1) =—3t — 1 varie avec t et donc D ¢ Q.

c est juste, car d’une part 2¢t — (3t —1) — (—t) =1 pour tout ¢ donc D C P, et d’autre part ¢t —t =0 donc
DCQ.

F) Réponse c :

Une droite et un point extérieur a cette droite définissent un plan.

G) Réponse b : I il y a une infinité de valeurs de ¢ pour lesquelles D1 Do |
Examinons chaque proposition :

a est fausse, car Py || Pa<n1(2,—2,0)colns(a,4,b) & ny=—2n7 < { Zio_4 :1ly a donc une seule valeur

de (a,b) pour laquelle Py || Ps.

b est juste, car Dy L Dy < 41(3,—3,0) - u5(2,2,¢) =06 —6=0, ce qui est vrai pour toute valeur de c.
c est fausse, car il est impossible d’avoir D; || Dy. En effet, cela équivaudrait a @3 (3, —3,0) et u>(2,2,0)
colinéaires, ce qui n’est jamais vrai.

d est fausse, car P; L Py<ni(2,—2,0) L n3(a,4,b) < ny- nj=0<2a—8=0<a=4. Il y a donc une
infinité de valeurs du couple (a,b) pour lesquelles P; L P» : il suffit de prendre a =4 et b un réel
quelconque.
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lintersection de S avec les faces de [C]
est constituée de 8 points

a est fausse, car le volume de [C] est un huitiéme du volume du cube [C”’] formé des points (1,41, +1).

b est fausse, car le volume de [C] est égal & 13=1.

c est juste, car Iintersection de S avec les faces [C] est constituée des 8 points suivants :

1 1 1
(i§,0,0), (o, 15,0), (0, 0, i§>.

a4 o
3 8 6

a un volume environ deux fois plus petit que ce dernier.

H) Réponse c :

4 . .
d est fausse, car le volume de S est Vg zgrrr donc une sphére inscrite dans un cube

T = a—t
. dpdv=1
1) Réponse c : | D: Y = a4+t avec a € R quelconque
teR

On regarde si chaque systéme d’équations vérifie x +y+ z =3 : c’est le cas pour a, ¢, d (on élimine b).
Ensuite, on regarde pour x —2y+ 2 =0 : c’est le ¢ qui est le bon.

Pour comprendre pourquoi a peut étre quelconque, il faut se souvenir qu'un systéme d’équations
paramétriques d’une droite correspond & la donnée d’un point et d’un vecteur directeur : or il peut

y avoir une infinité de points de départ du paramétrage, et une infinité aussi de choix pour le vecteur
directeur c’est-a-dire pour les graduations qu’on pose sur la droite.

J) Réponse d : D:{ —Srty+2=0

r+y—2=0
On intégre les x, y, z donnés par le systéme dans chacune des deux équations de chaque proposition,
sauf la b bien sir qui de toutes fagons ne représente rien sinon l’équation du seul plan z +y — z=0.

K) Réponse b :

On vérifie si L est sur les plans indiqués : cela élimine c.
L
2 b

On regarde les vecteurs normaux : nﬂ( ,é; 1>7 ,(0;1; 3) et np(2; —1;1), seul le produit scalaire

o
ny,-np est nul.

L) Réponse c : | on peut choisir, M, M’ Q, @' de maniére a ce que QN Q’ soit non vide |
a est fausse, car alors D et D’, en tant que perpendiculaires & un méme plan, seraient paralléles, or elles
sont non coplanaires.
b est fausse, car D et D’ sont non coplanaires.
c est juste, en effet il suffit de prendre pour @ un plan non paralléle a D’.
d est fausse, il suffit de prendre D= (Ox), D'=(0y), P=(x0z2), Q= (20y).

3 Questions de logique

A) Réponse c :IMEPDS:>x2+y2=1|
a est fausse, car MO > 1 signifie simplement que M est en dehors de la sphére.
b est fausse, car le point (1,0,99) vérifie cela (z2+ y? =1 est I’équation d’un cylindre).
c est vraie, car M € PN S équivaut & : « z=0 et 2®+y2+22=1» ce qui implique x>+ 3% =1.
d est fausse, car par exemple lorigine O vérifie =y =0 mais pas [M € S et d(M, P)=1].
En fait, seuls deux points vérifient [M € S et d(M, P)=1] ce sont (0,0,1) et (0,0, —1).

B) Réponse b : [ M e P& [AM Liet AcP]]
a est fausse, car seul le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur de ’espace.
b est juste, c’est la caractérisation d’un plan par un point et un vecteur normal.
c est fausse, car on n’a pas précisé si A € P.
d n’est vraie que dans le sens =-.
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C) Réponse a : | si Ay, As, As, Ay, A5 forment un pentagone régulier de centre O, alors k€ {0,1,5} |
a est juste, car dans ce cas soit P le plan contenant les six points :
Si k>2alors D L P et donc k=5 (D serait orthogonale & deux droites de P donc & P)
donc k est égal a 0,1, ou 5.
b est fausse : il suffit de prendre 2, A1, A5, Az, A4 incluses dans un plan P et D L P.
¢ est fausse : si ces cinq points sont alignés, alors k est égal justement soit a 0 soit a 5.
d est fausse : il suffit de penser a la situation Q, Ay, Az, A3z et D coplanaires qui donne k < 2.

4 Questions en tableau

A) Réponse d : | DG-EG=0

a est fausse, car AD AC AD? par projection.

b est fausse, car HD DE'— —HD?

¢ est fausse, car EF-BE=0.

d est juste, car (DG) est orthogonale au plan (HG FE).

B) Réponse a :|/3/2

Ce triangle équilatéral a pour coté a=+/2 (diagonale du carré de cété 1) et donc son aire est a =
C) Réponse b : FT)‘(L 0,1)
a est fausse, car C(1,1,0).

c est fausse, car AF = (\/524- 1) =4/3.
d est fausse, car AHEB a pour aire 1.

D) Réponse  :[aucne des o

En effet, ce point dépend de D : il s’agit du projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).

S
of%

E) Réponse b : Il’mtersectlon des médianes de ABC’I
En effet, il existe toujours un unique point M tel que DM soit égal a un vecteur donné.
Ici, R est appelé barycentre de ABC et vérifie, en décomposant les vecteurs par R avec Chasles :

RA+RB+RC=

F) Réponse b :

a est fausse, car ITC)' AD= —D‘C) DA=—-DC x DA x cos(n /3) <0.
b est juste, car CB AB BC’ BA= =BC x BA xcos(m/3)>0.

c est fausse, car AD DB —=—-DA-DB=—-DAx DB x cos(m/3) <

d est fausse, car DA-AD=-AD?<0.

5 Questions Vrai/Faux

MLV ] ]
Bl v ] |

Vrai car son équation est de la forme (x — x4)(z — xp) + (y — ya) (¥ — p) + (2 — 24) (2 — 2p) =0.
On remplace pour X :
(1=1a=3)+(0+1-v2)(0+1+v2)+(3-v2-2)(3-v2—-4)
(1-v2)(1+v2)+ (1-Vv2)(-1-V?2)

N ——

onsort le—

= 0, donc oui, H € X.

On remplace pour II :

1-0+(3—v2)v2=1+3v2—-2=3v2—1 donc oui, H €1l.
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oLV ]

e I est un plan car son équation est de la forme ax + by + cy =d avec a, b, ¢ non tous trois nuls;

e un vecteur normal a IT est 7i(a, b, c) :ﬁ(l, -1, \/5), d’un autre coté, 071(—1, 1, —\/i) : ces deux vecteurs
sont opposés donc colinéaires.

D) V] ]
143 —14+v2-1-+/2 2+4

Trouvons les coordonnées du centre de la sphére : Q( 5 3 ) ) soit Q(2,—1,3)

en fait Q=C'"!
La droite (HQ) = (HC) est dont orthogonale au plan, donc la shpére est tangente au plan en H.

E)L__[F |

Le point (0,0,11) est a extérieur du cube mais ne satisfait pas cette relation.

BV ] ]
r?<1
et
Car cette relation est le contraire exact de la relation ¢ y? <1 qui désigne l'intérieur du cube.
et
2?2<1

alv ] |
Le 2 est la longueur des arétes. Le 2v/2 est (Pythagore) la diagonale de chaque face. Le 2v/3 est la
longueur des diagonales traversant le cube et passant par son centre.

L [ F ]
Si je choisis (1,-1,-1), (-1,1,—-1), (=1,—1,1), aucun des deux n’a deux coordonnées identiques avec
I'un des deux autres.

D
Sil’on pose k €R (ce qui signifie « k définit 'ensemble des nombres réels » ), alors le systéme définit une
droite. Si l’on restreint k & un segment, le systéme définit alors un segment. Les extrémités du segment
sont définies par k=0 et k=2. On trouve ici My=1(3;1;2) et Mp—_1(—1;3;—4). Or, les points A et
B correspondent respectivement & k=0 et k=2.

NV ]
Un vecteur normal au plan donné est 7(2; —1; 3) tandis qu'un vecteur directeur de la droite est
©(2; —1;3). Ces deux vecteurs sont colinéaires donc oui, la droite est perpendiculaire au plan.

KLV [ ] -
r=a u

C’est un cas particulier du systéme ¢ y=bt+v aveca=b=0etu=2et v=3.
z=ct+w
Cette droite passe par le point (2;3;0) et est verticale (parallele a I’axe des z).

DLV ]
Pour savoir si les trois droites Dy, Dy et D3 sont concourantes, il faut remarquer que, déja, la troisiéme
coordonnée impose t =u=1 et cela donne le point (3;2;1) pour les trois droites. Reste a vérifier si elles
sont effectivement concourantes. Comme elles passent par un méme point, le seul cas qui pourrait faire
qu’elles ne le soient pas serait que deux d’entre elles soient confondues. Ce n’est pas le cas, car les
vecteurs directeurs : w(1;1; 1), @>(1;0; —1) et w3(2;1;0) sont deux & deux non coplanaires.

MmLv | ]
AB-CA=AB.(-AC)=—AB-AC=—a.

N[_[F ]

Le produit scalaire est symétrique : 4-7=179- 1.

O [ F ]
a?= (E~E’)2:ABQACQCOSQ(E,IR'),
donc a? — AB? x AC?*=AB?x AC?(cos*(AB, AC) —1)=—AB?x AC%in*(AB, AC).
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VI ] L o o
la|]=AB x AC x |cos(AB,AC)| donc ABx AC =|a| < cos(AB,AC)=1ou —1< (AB,AC)=0
ou < A, B, C alignés.

Q[ _[F |

Contre exemple : A(0,0,0), B(0,0,1), %(1,0,0), #(0,1,0).

RILV ] |
Non colinéaires deux & deux ne suffit pas.
Contre exemples : prenons A(0, 0, 0), @(1,0,0), ¥(0,1,0) et w(1,1,0).
Alors, si B(1,1,0), on peut alors avoir («, 3,v)=(1,1,0) ou (a, 8,v)=(0,0,1).
Et si B(0,0,1), aucun triplet («, 3, +) ne peut convenir.
Il faudrait que la famille (i, ¥, @) soit libre mais cette notion est hors-programme en lycée.

SSLv ] ]
Voici trois exemples :

e A(0,0,0), B(0,0,1), %(1,0,0), ¥(0,1,0) et w(1,1,0) : aucun triplet (e, 8, ~) ne peut convenir ;

e A(0, 0, 0), B(1, 1, 0), @(1, 0, 0), ¥(0, 1, 0) et w(1, 1, 0) : pour toute valeur de ¢t € R, le triplet
(o, B,v)=(t,t, 1 —t) convient;

e A(0,0,0), B(a,b,c), i(1,0,0), 9(0,1,0) et w(0,0,1) : on voit bien que seul le triplet («a, 8,7)=(a,b,c)
convient.

)
Sil'on a K(a,b,c) dans (0,%,7,w), alors K(c,b,a) dans (0,@, ¥, ). Ces écritures signifient toutes deux
que OK =aii + b+ cd.

OV [ ]
On s’assure que R vérifie le systéme. La phrase, dans la fagon dont elle est tournée, n’impose pas que
R soit 'unique solution du systéme, il n’y aura donc rien d’autre a vérifier.
2+2—-3=1 ok
(S):q —3x2+1+2=-3 ok
2x2-3+1=2 ok

VLV ][ ]
On doit trouver une équation paramétrique de D. Trés simple : on cherche deux points.
e si on prend =0, on obtient alors :
{y+2z:73 {y+2z:73 {y+22:f3®{z:fl_
—3y+z2=2 —6y+2z2=4 Ty=-T7 =-1"
e ensuite, on prend y =0, on obtient alors :

D.{ —3z+22=-3 { —3z+2z=-3 {z:O

2e+2z2z=2 4r+2z=4 x:l;
e on a donc deux points de D, a savoir A(0; —1; —1) et B(1;0;0). (On vérifie). Du coup, on a un vecteur
. r=1+k
directeur de D : @ = AB(1;1;1) dou D:{ y=k , k€ R. On injecte cela dans I’équation de P et
z=k

on obtient (14 k) + 2k —3k=1<«1=1 toujours vrai (les k se sont éliminés). Donc oui, D C P.

WV ] |

On peut, par exemple, vérifier que nos deux points A et B sont dessus.

X[ F |

On a vu que 4= z@(l; 1;1) est un vecteur directeur de D, or clairement E nest pas colinéaire a .
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6 Questions +-+

A) Réponse d 1|p0ur tout MGX,WJ.%TB)|
b est fausse, car X est un ensemble de points, pas un ensemble de vecteurs.
¢ est fausse, car X est un plan, aucun autre plan ne peut donc étre strictement contenu dans X.

d est juste, car A*B'(fl;O;l) et donc f-AB=—1+1=0et §-AB=-2+2=0.
Ainsi, pour tous a, B€R on a : (aer Bg']’)-fTB):O.

B) Réponse d : Isupposons m =2, solent 4 €Y; et U €Y,,; alors 4 et ¥ ne sont pas orthogonaux

a est fausse, car si un vecteur 7 est dans Y, alors tous les A7i, A € R sont dans Y,, aussi. Y,, ne peut
donc étre constitué d’un seul vecteur. On peut noter toutefois que @, (1;m —2;1) est bien dans Y,.
En effet, il est orthogonal & deux droites de P, :

am(1;m—2;1)- AB(~1;0;1)=—-141=0
am(1;m—21)-BZ(0;—1;m —2)=0 '

b est fausse. Il suffit pour le montrer, d’apres le calcul précédent, de montrer que @y L @_3. Les réponses
intermédiaires de tous ces QCM, mémes fausses, sont souvent la pour donner des indications de calcul.
Allons-y :

wa(1;2;1) Lazy(1;-3;1)=1—-6+1+#0.

On peut faire un petit calcul :

Um(L;m—2;1) Lay(1;2;1) 14+ (m—2)2+1=0<2m=—-24+4<m=1. Ainsi, I’énoncé correct aurait
été : « Tout vecteur de Y] est orthogonal & tout vecteur de Y_q ».

c est fausse, car A, B et Z,, alignés @E(—l; 0;1) col /TZm(—l; —1;m —1) or cela est impossible vu
la seconde coordonnée.

d est juste, car u2(1;0;1) et @ (1;m —2;1); il en découle que wy - Uy =1+1=2=#0.

Remarque : si m #2 est donné, alors : )
Um(1;m’ —2;1) orthogonal & U, (l;m—2;1)&m/ =2+ ﬁ

Pour tout m#2 il y a donc un w,,/(1;m’ — 2; 1) orthogonal & @,,(1; m —2;1).

C) Réponse c : !ﬁ.m’:kAH

Figure 16.3.

a est fausse, car si M = H et A+ H, alors AM x MH =0 mais @i- AM = ||ii|| x AH # 0 puisque A ¢ P.
Or, si les deux quantités étaient proportionnelles, elles seraient nulles ensemble.

b est fausse : - AM =kAH est impossible car suivant la position de A d’un cété ou de 'autre du plan
P, on peut avoir i-AM <0 oui-AM >0.

c est juste, car |ﬁm| =||d|| x AH par projection.

d est ¢, car M H =k||@]| serait absurde : M H peut varier comme on veut, et méme étre nul si M = H.

D) Réponse c : | tous les points de la sphére sont a une distance inférieure ou égale & 2r du plan @ |
a est fausse, car cette distance peut prendre n’importe quelle valeur entre 0 et 2r.

b est fausse : cela veut juste dire que M est extérieur a la sphére.

¢ est juste : soit T''unique point commun entre S et @ (point de « tangence » ), soit Q' le symétrique de
Q par rapport a S, alors Q' est le point de S le plus éloigné du plan @, et sa distance au plan est la
distance QQ’=2r.

d est totalement fausse, car ’ensemble de ces points forme en quelque sorte un sandwich entourant @,
sandwich dont les points peuvent étre dans la sphére ou hors de celle-ci.

Par contre, la réciproque serait vraie : tout point de la sphére est dans le sandwich (a cause de c).
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E) Réponse b : Iil est possible de choisir A, B, C, D tels que AB-CD=—a?

Vv E v E Vv E

P P P 44

BI+-1¥_|a Y AT

D 7 7D 7 I~ D
" q I ]-é e, Uy

Figure 16.4. figures du a, du b et du d

a est fausse (figure de gauche), car si A est proche du point Z de la figure, et B proche de P, alors AB
se rapproche de av/3 (grande diagonale d’un cube, théoréeme de Pythagore).

b est juste (figure du milieu), il suffit d’avoir AB = —CD.

c est fausse, il faudrait pour cela AC=-BD& AC=DB< ACBD parallélogramme donc [AB] et
[CD] se croiseraient en leur milieu, or [C'D] étant une aréte du cube, cela impliquerait que le segment
[AB] coupe une aréte de cube en son mileu, donc 'un des deux points A ou B serait extérieur au cube.
d est fausse. En effet, ceci n’est vrai que si les quatre points A, B,C, D sont coplanaires! Dans ce cas, ils
forment effectivement un rectangle. Mais on peut leur trouver des positions o ils ne le sont pas.
Exemple (figure de droite) : seul (ﬂ, BT)') n’est pas droit.

I’ensemble de toutes les droites passant par
C' et sécantes avec V est un plan contenant V'
a est fausse, car U et V sont deux droites paralléles.

b est fausse, car U est l'intersection de deux plans, les plans =0 et y=0.

c est fausse ; cet ensemble est le plan horizontal d’équation z=k. Il est orthogonal & U, donc & V' aussi.
d est juste, car un point et une droite ne le contenant pas définissent un plan. Or, C' n’est pas sur V.

F) Réponse d :

Remarque : ce plan a pour équation r=y.

7 QCM alternatifs (de 0 a 4 réponses justes)

A) a,v et J sont justes.

o est juste.

[ est fausse : AB=3.

~ est juste car, par Pythagore : AB?=AC?+ BC?=2+1=3.
J est juste puisque cette sphére est de rayon v/3.

B) 4 est juste.
En effet, un produit de facteurs est nul ssi I'un des facteurs est nul donc (% —1)(y?—1)(22—1)=0

r==xlou:
équivaut a :{ y==1 ou : c’est-a-dire que K est formé des points (£1, z, y),(x, £1, 2),(z, y, 1) pour
z==l1,

toutes les valeurs de z, y, z € R.

« est fausse car si ¢’était un cube, les coordonnées seraient limitées, or, ici K contient par exemple tout le
plan (1,z,y) pour z,y €R : les faces d’un cube ne peuvent étre des plans infinis, mais seulement des
carrés.

[ et v sont fausses pour les mémes raisons que c.

§ est juste car K contient toute la droite (—1,1, 2) pour z € R.
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C) 3 et ~ sont justes.
En effet, |22 — 1| +|y? — 1| + |22 — 1| =0 est équivalent & |22 —1|=|y?—1|=|22—1] =0, donc & :

r==+1
y==+1.
z==1

Ainsi :

« est fausse : S n’est pas un cube, mais S est constitué des huit sommets d’un certain cube.

3 est juste : une sphére de centre O et de rayon /3.

~ est juste : elle contient huit points.

¢ est fausse puisque S ne contient qu'un nombre fini de points, or, un segment est constitué d’une
infinité de points.

D) ~ et d sont justes.

En effet, I’énoncé stipule que B, C, D sont sur une sphére de centre A et de rayon a.

L’hypothése AD 1 BC peut étre illustrée par 'image suivante :

A est le centre de la Terre, D est le pole nord, et B, C sont a la méme latitude.

« est fausse : on peut avoir B, D diamétralement opposés sur la sphére et donc BD = 2a.

3 est fausse : c’est une spheére.

~ est juste : si AD est orthogonal au plan (A BC), cela veut dire, en filant notre métaphore, que B,C
sont sur I’équateur. Dans ces conditions, AD B et ADC sont isorectangles en A et donc

on peut appliquer Pythagore : DB = DC =a+/2 (diagonale d’un carré de coté a).

d est juste : si A, B,C, D sont coplanaires, cela veut dire, toujours par notre métaphore, que B et C'
ont des longitudes opposées, comme le sont approximativement la Norvége et le détroit de Béring. Ainsi,
A, B,C, D sont dans un méme plan vertical. Si, de plus, BC =a, alors ABC est équilatéral :

B D ¢

Figure 16.5.

S

Soit H lintersection de (AD) et (BC). On a alors AH =a—- (hauteur d’un triangle équilatéral).

Appliquons Pythagore dans DHDB : 2
DH—a—AH—a(l—?);
HB=1pc=2
) 27 )
2
donc DBQ_(Z—f—aQ(l —?) :a2<i+1+%—\/§> :a2(2—\/§) donc & est juste.

E) 3 est juste.

o est fausse : A(0,0,0) donne : 224 y?+ (2+1)2=0+0+ 1 <4 a l'intérieur de S; et

22+ y?+ (2 —1)2=0+4+0+1<4 a l'intérieur de S aussi.

3 est juste : A(0,0,—2) donne : >+ y?+ (2 +1)2=0+40+1 <4 a l'intérieur de S; et

2243?24+ (2 —1)2=0+0+9 >4 a Pextérieur de Sa.

~ est fausse : A(a,2,b) donne : a2+ y2+ (z+1)2=a%?+4+ (b+1)2> 4 car un carré est positif, donc
A a lextérieur de la sphére S; ou bien sur la sphére S7, mais en aucun cas strictement a 'intérieur.
J est fausse : le cylindre d’axe (Oz) et de rayon 2 a pour équation x?+ y2=4 (et z est en quelques
sortes «libre »). Sur ce cylindre, on a donc forcément 2+ 32+ (2 + 1)2 > 4, donc tout point de ce
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cylindre est sur la sphére S; ou a ’extérieur de cette sphére.
1l faut voir la configuration de cet exercice comme deux balles de tennis (S; et S3) emboitées dans un
rangement cylindrique (le cylindre de la question §).
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8 Familles, algo et récurrences

A) Réponse d : | trois points consécutifs quelconques de la suite (A,,) sont toujours alignés |
Regarder les premicres valeurs de n : Ay(0,0,1), A:(1/2,0,1/2), A2(3/4,0,1/4), A5(7/8,0,1/8).

a est fausse : il suffit de prendre n=0. Il faudrait écrire An(l — 2%, 0, Q—In)

b est fausse, car Ag A;=+/2/2, puis A; Ay =+/2 /4 puis Ay A3=+/2/8... et ainsi la longueur de la ligne
brisée est, en mettant \/5 en facteur : £, = \/5(% + l + -+ i) qui converge vers \/5

4 2n
c est fausse, car les premiers exemples nous montrent que O A,, et O A, 1 dont de méme sens.
d est juste, car pour tout n on a A, =(1,0,0)+ <—2in,07 2%) donc les A,, sont sur la droite :
z=1—-t
D:{ y=0 ,teR

z=t

B) Réponse c : I deux exactement sont valables I

Le o donne u,(—1/n,n,0), or (ﬁ(0,0, 7) et 0Kn<n7 %,0)7 on vérifie avec le produit scalaire, c’est bon.
Le $ donne 4,(—1/n,1,0) : pas bon.

Le ~ donne 4, (—1,n%0) : ¢ca marche.

Le 6 donne u,(n,1,0) : pas bon.

B) Réponse b : | pour tout n >0, la distance B,, B;,+1 vaut V3 |

Il est vivement conseillé de calculer les premiéres valeurs :

Bo(1,0,0), B1(0,1,1), Ba(—1,0,2), B3(1,—1, 3) : elles permettent de répondre.

a est fausse, car un 0 a été écrit a la place de n dans la coordonnée en z.

b est juste, car (x,, y») tourne entre quatre valeurs qui sont (1,0), (0,1),(—1,0), (0, —1) séparés deux

a deux d’une distance v/2, tandis que la coordonnée en z augmente de 1 & chaque étape, et donc :
BpBni1i=1\/ V2 +12=1/3.
c est fausse, car B,, B, 11 vaut toujours une valeur parmi (—1,1,1), (-1,-1,1),(1,-1,1,),(1,1,1) donc

le produit scalaire envisagé vaut toujours 1.

9 Réflexion autour d’un théme mathématique

|Théme : la distance entre deux objets. |
A) Réponse c : | la sphére de diamétre [RU| avec R(2,2,4) et U(—2;2;4) |
L’ensemble des points situés a une distance 2 du point P(0;2;4) est la sphére de centre P et de rayon
2, ce qui elimine les réponses a et b.

. . . 0—2=-2 . —2—-0=-2
Vérifions si RP=PU :ona RP| 2—-2=0 et PU 2—-2=0
4—4=0 4—4=0

R et U sont donc symétriques par rapport a P.
Est-ce que R est sur la sphére ?
Vu les coordonées calculées ci-dessus, on a clairement RP = PU =2 donc la bonne réponse est la c.

B) Reponse d :

L’ensemble des points situés & une distance 2 du plan Z: x4+ y+ z=1 est la réunion de deux plans
paralléles dont 1’écart avec Z est 2.

C) Réponse a : [ 1/21

Il faut savoir ruser lorsque plusieurs solutions sont proposées. La régle du jeu est qu’une et une seule
d’entre elles est juste.

On calcule AB=+/21 et AC =+/45. La distance entre A et la droite (BC) est donc inférieure ou égale
a v/21. Vu que les autres réponses proposées sont v/22, v/23 et /24 =21/6 qui sont toutes supérieures

172



10 REDACTIONS D’ELEVES IMAGINAIRES... 173

a AB, alors la bonne réponse est la réponse a.
Ce type de raisonnement est typique des QCM, mais se révéle trés utile aussi dans des sujets de bac
classique, car il vous entraine a tirer un maximum d’informations & partir d’'un minimum de données.

Remarque : on pouvait aussi vérifier, par le produit scalaire, que ABL B*C)’7 ce qui prouve que la
distance entre A et (BC) est la distance AB.

D) Réponse b : m

Meéme raisonnement : AB=+/21, AC' =+/41 et AD=+/59. La distance recherchée est donc soit celle du
a, & savoir d= /20, soit celle du b, & savoir d=/21.

Cette fois, il faut trancher : a-t-on ABL (BCD)? Sioui, la réponse est V21, si non, la réponse est v/20.
1l suffit de calculer AB-BC et AB-BD :

1 4 1 6
AB| -4 | BC| 0 |=4—4=0et AB| -4 |-BD| 1 =6—4—2=0 d’ou réponse b.
-2 2 -2 1

10 Rédactions d’éléves imaginaires...

A) Réponses :

o[ [ F]

C’est vrai que 4 est normal mais c¢’est un vecteur normal et non pas le vecteur normal.

ALV |

Oui, une telle droite sera méme perpendiculaire a P.

N[ F |

Non, ceux sont les mémes, paramétrées inversement 1'une de 'autre (le point paramétré ¢ de I'une est
le point paramétré —t de l'autre).

o[ [ F ]
Le calcul est juste, mais I'intersection d’une droite et d’un plan n’est pas un nombre. Il faut ensuite
remplacer ¢ par cette valeur dans le systéme paramétrique qui définit D.

B) Réponses :

o [ F |

Il n’y a pas de produit scalaire entre un vecteur et un point. Il aurait fallu écrire : « L’un des produits
scalaires AB - E, ﬂB?)', CT‘!CT‘B), doit étre nul ».

ALV [ ]

C’est juste car I’égalité écrite équivaut a AB-BC =0.

N[ F ]

Un point n’est pas un plan. De plus, ’ensemble des lieux possibles pour C' est une sphére de diamétre
[AB] et non un plan.

o [ F |

Un triangle ne peut étre a la fois rectangle et équilatéral.

C) Réponses :

[ V.| ]

Vrai car un plan d’équation az+by+ cz+d=0 admet 7i(a, b, c) comme vecteur normal.
slLv [ |
r=xa+at

Vrai car ce systéme s’écrit { y=ya+bt avec les notations (a,b,c) du a.

z2=2za+ct
V] ]

Vrai car j’ai résolu ’équation permettant de trouver 'intersection entre la droite et le plan.

OLv [ |
C’est vrai : pour trouver la distance entre un point et un plan, on trouve la distance entre ce point et
I'intersection de la perpendiculaire a ce plan passant par ce point.
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D) Réponses :

o[V ] ]

Oui car il suffit de considérer le plan défini oar les deux droites sécantes (AO) et (CO).

AL T F ]

Non, B et D sont simplement sur la sphére de diamétre [AB].

v [ ]
Oui car les deux droites (AB) et (C'D) sont soit strictement paralleles donc définissent un plan, soit
confondues.

olLv [ ]

Oui.

Résumeé : deux droites paralléles définissent un plan ; deux droites sécantes définissent un plan. Par
contre, deux droites non coplanaires, comme le mot I'indique, le définissent pas un plan.

11 Exercices avec graphiques

A) Réponse b : | 'aire du trapéze KCBH est

3v2
1

a est fausse : par le théoréme des milieux dans HBB’, CK= %BTLj donc K est au centre de la face
DGFC donc K est a la fois le mileu de [GC] et celui de [DF].

1
BH +CK V2+5V2

b est juste : cette aire vaut — 5 X BC:f X 1:%\@.

c est fausse : ce cone a pour base un disque de rayon v/2 et donc d’aire 2= 27, et sa hauteur est

1
BB’=2. Cependant, le volume d’un cone n’est pas base x hauteur, mais gbase x hauteur. La bonne r
éponse ici était donc ?ﬂ

d est fausse :
e ce centre de gravité est sur (G B) par symétrie, au méme titre que le serait celui de la face AEC ;
e il est sur (HK) aussi car (HK) est une médiane de HDF.
wf

B) Réponse c : |, longueur ¢ de ’arc HG verifie £ < 7YY

a est fausse : 'idée est d’utiliser le produit scalaire ; on peut choisir le repére que 1’on veut. Si, par

souci de symeétrie, on prend comme repére (L;B‘E);B‘C"; ﬂ), alors on a ﬁ(%, —; > et LG( 1 ; )

donc E-E:l—l+1:1. D’autre part, on a LH:LG:H%—I—%—Q—l:\/;. On applique alors

LG-LH=LG x LH x cos(#), ce qui nous donne 1 —% x cos(f) < cos(0) ==
b est fausse, car LE = i (demi-diagonale d’un carré de coté 1) et donc par Pythagore LH=

c est juste : ici on a donc 629\/;:0§; comme cos(6) :§>l, onaéfe [0;—] d’ou 0<f<7rﬁ.
1

2 3 6
d est fausse, car FILE est un quart du carré F'L BC' donc son aire vaut —
. 1 1 4
Le volume du prisme est donc 1 X 1= T
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